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DE LA. RACINE CARREE D UN NOMBRE ENTIER 
EN FRACTION CONTINUE 

Par M. Md. liueas, professeur de mathématiques spéciales 

au Lycée Saint-Louis. 



On sait que si a désigne la racine carrée du plus grand 
carré contenu dans un nombre entier N qui n'est pas un 

carré parfait, Tirrationnelle \/N est développable en une frac- 
tion périodique mixte. 

La période commence immédiatement après le premier 
quotient incomplet a; le dernier terme de la période des 
quotients incomplets est 2a, et les autres termes de cette 
période forment une suite symétrique dans laquelle deux 
termes quelconques équidistants des extrêmes sont égaux. 

Degen a publié à Copenhague en 1817, la table du dévelop- 
pement de la racine carrée des mille premiers nombres en 
fractions contiaues, sous le titre : 

Canon Pellianus sive tabula simplicissimam œquationis celé- 
bratissimœ y* =ax* 4- i solutionem, pro singulis numeri dati 
valoribm ab i usqu£ ad 1 000, innumeris rationalibus iisdemque 
integris exhibens. 

Dans la préface de cet ouvrage, Tauteur fait observer 
que Ton peut obtenir immédiatement le développement de 
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v/N pour les nombres contenus dans les douze formes sui- 
vantes : 



I 

II 

III 

IV 

V 

VI 

VII 

VIII 

IX 

X 

XI 

XII 



N 



a* -h I 
a« - I 
a* + 2 
a* — 2 
a^ -j- a 
a^ — a 
a^b^ + a 
a^¥ - a 
a«6* 4- 2a 
a*6* — 2a 
(2a + i)*H-4 
(2a + i)* — 4 



QUOTIENTS INCOMPLETS 



a 

a — I 

a 

a — I 

a 

a — I 

ah 
ah— I 

ah 
ah— I 
2a + 1 

2a 



2a; 
I, 2(a-i;; 
a, 2a; 

i, a — 2, 



2a; 



I, 2(a - i); 



2, 

2, 2(a-i); 

26, 2a6; 

I, 2(6—1), I, 2{ah 

6, 2a6 ; 

I, 6 — 2, I, 2(a6 

a, I, I, 



-0; 



I); 

a, 2(2a-i-i); 



a — I, 2, a — \, I, ^a. 



Après avoir fait observer quelle développement des dix 
premières formes était connu depuis longtemps, Degen ajoute 
que les deux dernières formes lui appartiennent et qu'il 
n'en connaît pas d'autres. Nous allons indiquer un procédé 
qui permet de trouver sans exception toutes les formes 
générales du développement de la racine carrée d'un nombre 
entier et qui conduit ainsi à la classification de tous les 
nombres entiers d'après la nature de leur développement. 

En laissant de côté les carrés parfaits, la période con- 
tiendra un, deux, trois, ... p, quotients incomplets et nous 
dirons qu'un nombre est de la p^^ classe, lorsque le déve- 
loppement de sa racine carrée, en fraction continue, contiendra 
p quotients incomplets. 

NOMBRES DE LA PREMIÈRE CLASSE 

Les quotients incomplets successifs sont 

a, 2a, 2a, 2a, ... , 
et l'on a, en retournant au nombre qui donne naissance à 
cette fraction périodique 

N = a«4- f. 
C'est la formule (I) de Degen. 
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NOMBRES DE LA DEUXIÈME CLASSE 



< 



Les quotients incomplets successifs sont, avec b ^ 2a, 

a, 6, 2a; b, 2a; 6, 2a ; ... ; 
on trouve pour N la valeur 

N = a^ H- — ; 


mais pour que N soit entier, il faut faire Tune des quatre 

hypothèses suivantes, en désignant par a et p des nombres 

entiers 

l^b=i d'où N = a«-h2a; 

2*6=2 — N=:a^-»-a; 

3*>a = a6 — N=a^6*+2a; 

4«6 = 2p, a:=ap — N = x*f)*4-a. 

La première hypothèse donne les formes 

N = a* -h 2a = (a -f- I )^ — I , 
qui correspondent aux formules (IX) et (II) de Degen ; la 
deuxième hypothèse donne les formes 

N = a* 4- a = (a — i)* — (a — i), 
qui correspondent aux formules (V) et (VI); la troisième 
hypothèse donne la forme 

N = a*6' + 2a 
qui correspond à la formule (IX) et pour a - i à la for- 
mule (III). Enfin la quatrième hypothèse donne la forme 
qui correspond à la formule (VII). Il n'existe pas d'autres 
nombres de deuxième classe. 

NOMBRES DE LA TROISIÈME CLASSE 

Les quotients incomplets successifs seront 
a, b, 6, 20 ; 6, 6, 2a ; 6, 6, 2a ; . . . 

on supposant encore b ^ 2a. En remontant à la valeur de la 

fraction continue, on trouve 

__ ^ 2ab -h i 

N = a* -+- - ^- 

b^ -h I 

Pour que la fraction précédente se réduise à un nombre 

entier, nous poserons 

2ab + I _ . 

. — A 

6» + I 



V 
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,, . Mb' + i) - I 
d ou a = -^^ ~ ; 

20 

mais pour que X et a soient entiers, on voit facilement que 

6 est un nombre pair 2^ et que X — i est un multiple de 

4^ que nous poserons égal à 4ap. 

Donc tous les nombres de la troisième classe sont contenus 

dans la formule 

N = (4af3» -f- a + p)'^ -h 4ap H- 1 , 
ou 

N = (4a,S* — a H- p)* -h (4ap H- i)*; 

les quotients incomplets sont 

4ap* H- a H- p, 2^, 2p, 2(4ap* ■+- a H- p);. . . 

On trouve en particulier pour ^ = 1,2,... 

N = 25a* -+- 14a H- 2,, 
N = 289a» 4- 76a -h 5, 



La forme précédente n'était pas connue de Fauteur du 
Canon Pellianus. 



NOTE SUR LES SURFACES REGLEES 

Par E. Amif^nes, professeur de Mathématiques spéciales 

au Lycée de Marseille. 



1. — Les équations 

X = aZ -hp 
Y = bZ-hq 
dans lesquelles a, 6, p, 9 sont fonctions d'une variable /, repré- 
sentent une surface réglée. En laissant ces fonctions arbi- 
traires, on a toutes les surfaces réglées. 

S^ on donne à t deux valeurs t et l -h dt on obtient deux 
génératrices infiniment voisines. 

X = aZ 4- jo 

Y = bZ ^ q 

X = (a + Aa) J8 H- p + Ajo 

Y = (6 4- A6) 55 + g + A(}f 

Aa, A6, Ap, Agf sont du même ordre que da, db, dp, dq et 
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par suite que dt, que nous prenons comme infiniment petit 
principal. 

La plus courte distance des deux droites a pour valeur 

Aa Ag — ^b ^p 

. . , . ^ -^^^ • 

± \/{^a)* H- (A6)« + (a A6 - 6 Aa)» 
Il est évident que le dénominateur n*est pas nul et qu'il est 
du premier ordre. 

Quant au numérateur, on peut l'écrire ainsi, en se bornant 
aux termes du troisième ordre. 

(da dq — db dp) + - d{da dq — db dp) 4- . . . 

par où Ton voit que ce numérateur est ou du second]ordre, ou 
au moins, du quatrième. 

La conclusion est que la plus courte distance est du pre- 
mier ordre ou au moins du troisième, théorème dû à Bouquet. 

Les surfaces pour lesquelles cette plus courte distance 
est du premier ordre s'appellent surfaces gauches. Les autres, 
caractérisées par l'identité en ^ 

da dq — db dp = o 

s'appellent développables. Nous ne justifierons pas ici ces 
dénominations. 

2. — Toute surface engendrée par une tangente à une 

courbe gauche est une surface développable. 

Soient 

X = f{z), 

y = ?(^)» 
les équations de la courbe. La tangente en un point x, y, jz 
est représentée par les équations 

X - tu = m [z - 5] 

Y - <p(2) = <p'(z) [Z - z] 
On a ici 

b — <p'(z) q = (p(js) — z^\z)» 

On conclut de là 

dp _ 
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et 

dq 

56 = -^' 

par suite 

dp _ dq 

da dh 

3. — Réciproquement, dans toute surface développable, 

les génératrices sont tangentes à une courbe gauche. 

On a, par hypothèse, 

dp _ dq 

da db 
Prenons pour variable indépendante la valeur commune 
de ces deux rapports changée de signe, et désignons cette 
variable par z. Nous avons dès lors 

dp = — zda 
dq= — zdb 
a et 6 sont deux fonctions de z qui ont toujours des intégrales. 
Nous représenterons ces intégrales par f{z) et <p(j5). 
On a alors 

et, par conséquent, 

da = f'{z)dz 
db = (f{z)dz. 
Par suite les valeurs de dp et de dq deviennent 

dp= -^ %f\z)dz 

dq = — Z(f{z)dzj 
et, en intégrant, 

p = f(z) - zf{z) ,g 

q = çp(2) - z^\z). 
Les formules (1) et (2), prouvent que la droite variable 
définie par les équations 

Y = bZ-^q, 
représente les tangentes à la courbe dont les équations sont 

X = f{z), 

y = ?(^)- 

Cette réciproque constitue V intérêt de cette noie. 
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4. — Nous allons maintenant prouver que les surfaces 

réglées pour lesquelles le plan tangent est le même tout le 

long d'une génératrice sont les surfaces développables. 

Soit une génératrice 

X = az -{- p, 

y = bz + q, 

et une génératrice infiniment voisine 

X =: {a -h Aa)j5 + p + ^Pf 

y =:/(b-h àb)z + ç + ^q, 

Si on prend sur ces deux génératrices deux points ayant 

même z, savoir Zq, on a pour les coordonnées do ces deux 

points, M et M' 

ï X = UZq -h p 

M I j/ = 6»o ^ Q 

i X = {a + ^a)zQ -h p + Ap 
M' j y = (6 + A6)^o 4- g + A(7 

I r^ — T 

\ A» X>Q, 

Le plan tangent en M contient la génératrice du point M. 
Son équation est donc de la forme 

X — az — p -h X {y — bz — q) = o. 
Mais d'après les valeurs des coordonnées de M et M', ces 
deux points sont infiniment voisins,, et par suite le point M' 
est situé dans le plan tangent en M. On a donc 

ZQ^a + A/) -h X {zQ\b -h Ay) = o, 

d'oîi on tire 

Zo\a + ^p 

ZqAo + àq 
Pour que le plan tangent en M soit le même tout le 
long de la génératrice du point M, il faut et il suffit que 
cette valeur de X ne dépende pas de Zq, c'est-à-dire que Ton ait 

Aa __ Ap 

Ib'^Kq' 
ou, à la limite, 

da dp 

db dq 
En d'autres termes, il estnécessaire et suffisant que la surface 
soit développable. 

JOURNAL DE HATH, SP^C. — 1837* 1 . 
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UNE PROPRIÉTÉ DES DÉTERMINANTS (*) 

Par M. PoDjade, professeur de Mathématiques spéciales 

au Lycée de Lyon. 



Qtiand on peut détacher d'un tableau d'éléments un déterminant 
d'ordre k qui n'est pas nul si les déterminants d'ordre k + i qu'on 
obtient en le bordant avec une ligne et une colonne du tableau sont 
nwte, tou^ les déterminants d'ordre k4- 1 tirés du tableau so7it nuls. 

Lemme. — Si Ton peut satisfaire à n équations linéaires 
et homogènes contenant fc -h p inconnues en se donnant 
arbitrairement p des inconnues le déterminant principal du 
système est au plus d'ordre k. 

Ceci est évident si n est égal ou inférieur à k. Quand n 
est supérieur à k, admettant pour un instant que le déter- 
nîinant principal soit d'ordre k + A, il en résulterait que les 
k '\- p inconnues s'expriment linéairement en fonction de 
p — h d'entre elles. Les p inconnues qui sont arbitraires 
seraient fonctions linéaires àe p — h variables donc liées 
entre elles au moins par une relation linéaire, ce qui est 
absurde, et le lemme est démontré. 

Ceci posé, envisageons le tableau d'éléments donné comme 
correspondant à un système d'équations linéaires et homo- 
gènes. Considérant le déterminant d'ordre ftqui n'est pas nul, 
on peut résoudre k d'entre elles par rapport à k des incon- 
nues. Substituant dans celles qui restent, on a des relations 
linéaires entre les p autres inconnues qui se réduisent, en 
vertu de l'hypothèse, à des identités puisque les coefficients 
de ces inconnues (calcul connu) y sont précisément les déter- 
minants obtenus en bordant celui qui n'est pas nul. Donc 
les p inconnues restantes sont arbitraires, le déterminant 
principal est d'ordre /i, c'est-à-dire que tous les déterminants 
d'ordre k + i sont nuls. c. q. f. d. 

(*) Celle propriété est connue; elle a élé indiquée par M. Méray, 
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• 

Application. — On sait que pour qu'un polynôme homo- 
gène du second degré soit carré parfait il faut et il suffit que 
les mineurs du second ordre (à deux lignes et deux colonnes) 
da son discriminant soient tous nuls. Il résulte de la pro- 
priété ci-dessus, un élément au moins de la diagonale étant 
différent de zéro (ceci est évident a priori), qu'il suffit que les 
déterminants du second ordre obtenus en bordant cet élé- 
ment soient nuls à la fois. Les conditions obtenues sont visi- 
blement distinctes. 

Remarque. — La propriété ci-dessus peut, dans le cas parti- 
culier A; == I, employé ici, être établie par un calcul simple. 
Soit a, 6, c. . , le tableau donné 
a'V c'... 



Supposons a différent de zéro. Si Ton multiplie les lignes 
par a il vient 

o* ah ac. . . 
ad aU ac" . . . 
aa" ah" ac",.. 



qui se change en vertu des hypothèses 

cM — ha* — o ac' — ca' = o, . . . en 

a* ah ac. . , 
aa' ba' ca\ . . 
aa" ha" ca\.. 



Il est visible que les déterminants du second ordre dé- 
duits d'un pareil tableau sont tous nuls puisque, supprimant 
les facteurs a, ci .. . aux diverses lignes, il devient 

a h c. . . 

abc... 

abc... 
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THEOREME D'ALGEBRE 

Par M. DesplanqueSj élève à l'École préparatoire de Sainte-Barbe 

(classe de M. André). 



M. Lucien Lévy, dans une note sur la possibilité de l'équi- 
libre électrique, insérée dans les Comptes rendus de TAca- 
démie des sciences (année 1881), énonce le théorème suivant : 

Si tous les éléments d'un déterminant sont positifs, sauf ceux 
de la diagonale principale, qui sont négatifs et plus grands en 
valeur absolue que la somme des éléments de la ligne qui les 
contient, ce déterminant n'est jamais nul. 

Cette proposition est susceptible de généralisation : 

Si dans un déterminant, chaque élément de la diagonale 
pri7icipale est plus grand en valeur absolue que la somme des 
valeurs absolues des autres éléments de la même ligne, ce déter- 
minant n'est jamais nuL 

Soit le déterminant 

MllWi2 . . . Uin 
U21U22 . . . MîJn 



*'»lWnl • • î'nn 



dans lequel 

val. abs. Un t> val. abs. t/i2 + val. abs. W13 + . . . + val. abs. Uin 

val. abs. Upp > val. abs. Upi 4- val. abs. Wp2 + . . . -^ val. abs. Upn 
Supposons que les équations : 

t^ll^l + U12X2 + . . . UinXn — O 
U2lX^ + U22X^ + . . . U2nXn — O 

(A) 

UpiX^ + Up2pC^ + . . . UpnXn = O 
UnlX^ + Wn2aÎ2 4- . . . UnnXn — O 

admettent une solution en nombres finis (x:\x2>**Xn, qui ne 
soient pas tous nuls 
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Choisissons parmi les nombres a;ia4 ... x'nle plus grand 
en valeur absolue, soit Xp ce nombre, nous avons : 

UpiX'i -h Up^2 + . . . + UppXp + . . . + UpnXn = O 

ou 

Wj>l-7 + Wp2 — + ... -h Vpp -{- ... -h Upn—, = 0. (1) 
Sup Xp Xp 

Les nombres -4 ? -£ • • • -7 ' sont tous plus petits que 1 

"^p «*^p "-^p 

en valeur absolue. 
D'autre part, Ton a : 

val. abs. Vpp < ^al. abs. Wpi + ... H- val. abs. t/^n, 

régalité (1) est donc impossible. 

Le système des équations (A) n'admet aucune solution en 
nombres finis différents de zéro, le déterminant proposé n'est 
donc pas nul. 

Eemarque. — La démonstration de M. Desplanques peut 
être complétée par la remarque suivante. 

Soit k le nombre des éléments négatifs de la diagonale 
principale; le déterminant proposé aura le signe de (— i)\ 

En efï'et, si Ton fait tendre vers zéro tous les éléments 
sauf ceux de la diagonale principale, le déterminant conserve 
la propriété qui le définit et ne peut s'annuler. Il conserve 
donc son signe qui est celui du produit des éléments de la 
diagonale principale (L. L). 



CONCOURS D'AGREGATION 1886 

Solution par M. A. Fleurot à Marseille. 



Étant donnés dans un plan une droite D, un point sur celte 
droUCy et une droite D' ; 

4^ Former l' équation générale des coniques qui touchent la 
droite D au point et qui ont la droite D' pour directrice; 

2^ Démontrer que deux de ces coniqu^es passent par un point 
quelconque P du plan; déterminer les régions du plan oii doit se 
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trouve^' le point P pour que ces deux courbes soient réelles, et, 
dans ce cas, en reconnaître le genre. 

3^ Les deux coniques du faisceau considéré qui passent par le 
point P se coupent en outre en un point P'; calculer les coordon- 
nées du point V en fonction de celles du point P, et, en supposant 
que le point P décrive une ligne C, trouver quelle doit être la 
forme de l'équation de cette ligne pour que le point P' décrive la 
même ligne. 

1® Prenons pour axe des x la droite D, pour axe des y la 
perpendiculaire menée par à cette droite, et désignons 
par a et 6 l'abscisse et Tordonnée à Torigine de la droite D' 
L'équation générale des coniques est alors de la forme : 
)x\{x - a)* + (j/ - S)»] = {bx -h ay — ab]\ 
Exprimant que ces coniques passent en et y sont tan- 
gentes à Ox, nous avons ; 

(x=(a» + p^) - a^b^ = 0, (1) 

a|jL« - ab^ = G. (2) 

Entre ces deux équations on pourrait éliminer a, qui doit 
disparaître de l'équation et tirer une des deux quantités [a*, p, 
en fonction de l'autre, par une équation du 2"^® degré ; mais, 
pour avoir une équation générale où le paramètre variable 
entret rationnellement, il est préférable de remarquer que. 
p n'entrant plus que dans le coefficient du terme en y, lequel 
est ~ 2(Pjjl* — a*6), on peut regarder Pix'^, ou mieux encore 
ce coefficient tout entier, comme un paramètre variable, et 
poser P(A* — a^b = lab (3). Eliminant alors a et p entre (1), 
(2) et (3), il vient : 

Ik^ = (i + a)* + 6% 
et l'équation générale cherchée est : 

(X + ayx^ — 2abxy -h (X* + 2a\ + 6«)j/« — 2ab\y = o. 
i2® Écrivons que cette équation est vérifiée par les coor- 
données a^ot/o ^'^^ point P; le résultat, ordonné en X, est : 
y^Hxl + f^ + iMxl + yl- by^) + {ax^ - by^y == o. (A) 

Cette équation donne pour X deux valeurs, définissant 
deux coniques de la famille. Pour que ces coniques soient 
réelles, il faut que leurs équations soient à coefficient réels, 
et cela suffit, puisqu'elles coupent Ox en des points réels. 
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La condition de réalité est donc : 

Les lignes séparatrices des régions oh doit se trouver le 
point P pour que les deux coniques passant par ce point 
soient réelles, sont donc Taxe des x^ et la cubique repré- 
sentée par réquation 

{x* + y^)[2abx -+- (a^ — b^)y — 2a«6] + a^b^y = o 
(enveloppe des coniques). 

C'est une cubique circulaire unicursale F, du genre des 
strophoïdes obliques. Son point double est le pied de la 
perpendiculaire OH abaissée de sur D'. L'asymptote qui 
a pour équation : 2abx ■+• (a* — 6*)t/ — 2a*b = o, coupe Ox 
en A. La cubique passe aussi en A et est tangente en 
à Ox. Elle coupe Oy en deux autres points, G, D, toujours 
réels; la somme des coordonnées de ces points est égale à 
l'ordonnée à Torigine 01 de Tasymptote. On voit facilement 
que, si a > 6, le point B sépare les deux points G, D; si 
a = 6, l'un des points va à l'infini, car l'asymptote est alors 
parallèle â Oy; si o < 6, c'est le point qui sépare G et D, 
Dans lés deux cas extrêmes, ID = OC. — Ces deux cas sont 
complètement analogues : l'asymptote ne fait que tourner 
de i8o® autour du point A. Il est à remarquer, pour la con- 
struction, qu'elle fait toujours avec Ox un angle plus grand 
que OH. Nous nous sommes borné à tracer des figures 
qui correspondent au cas a < 6. La distinction des régions 
donnant des coniques réelles se fait d'ailleurs facilement. 

Le discriminant AC — B* de la conique X se réduit à X(X -h 2a). 

Il ne peut changer de signe que si X passe par les valeurs zéro 

et — 2a, c'est-à-dire lorsque le point P traverse l'une des 

deux paraboles : 

(ax — byY = o, 

{ax — by)^ -h ^ci'by = O; 

qui sont les seules paraboles de la famiile considérée. Ces deux 

paraboles, avec les lignes trouvées plus haut pour exprimer la 

réalité de X, c'est à- dire Taxe des x et la cubique F, divisent 

le plan en régions telles, que, tant que le point P reste dans 

la même région, aucune des deux valeurs de X ne peut 

fournir une parabole; ni, par suite, faire changer le genre 
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de Tune ou l'autre conique. La première parabole n'est autre 
que la droite double OH, qui d'ailleurs, en sa qualité de 
droite double, n'est pas en réalité une ligne séparatrice. La 
deuxième parabole P est naturellement tangente eu à ox, 
et aussi tangente à a; = a. Cherchons ses points d'intersec- 
tion autres que 0, avec la cubique F. L'équation aux coeffi- 
cients angulaires des droites joignant Torigine aux points 
d'intersection des deux courbes est, après la suppression 
de la racine double m — oi 

(4a2 — 6«)2m* + ^ah{^a'^ — b^)m^ -+- 2a*(i2a* — 6*)m« 

4- i2a^bm + 9a* = G. 

Gomme la parabole est tangente à son enveloppe en chacun 
de ses points d'intersection avec celle-ci, l'équation précé- 
dente est de la forme : {m — t^y{m — t^y = o, et Ton trouve 
facilement que t^ et t^ sont les racines de l'équation : 

(4a2 — b^)t^ -4- 2abt + 3a* = o, 
et la condition de réalité de ces racines est b — a\/3 > o. 
Ainsi; si b <*a\/3, les deux points de contact sont imagi- 
naires; si 6 = W^f ils sont confondus en un point situé 
entre L et T; si 6 > a\/3, ils sont réels, tous deux entre L 
et T si 6 < 2a, séparés par L, si 6 > 2a; si 6 = 2a, Tun est 
le point L, et l'autre est sur l'arc LT. 

Nous avons donc trois cas principaux à distinguer dans la 
discussion du genre des coniques : b < a\/3, b = a\/3, 
b > a\/3. 

Les régions une fois bien limitées, dans chaque cas, comme 
on est sûr que, par tous les points de la même région, il 
passe le même nombre d'ellipses et le même nombre d'hy- 
perboles, il suffit d'étudier, dans chaque région, un point 
commode. 

Premier Cas, b<a\/3. — Si dans l'équation (A) on fait 
Xq — . ± 00, et i/q fni, l'équation devient (X 4- a)* == o. Ces 
deux valeurs de X rendent le discriminant négatif, et cela, quel 
que soit le signe de j/o : donc, tous les points de la région 
MRAx, comme tous ceux de la région ROa;' donnent deux 
hyperboles. Si l'on fait Xq = o, t/o = — £> l^s substitutions de 
— 00, — 2a, 0, donnent des signes alternés : donC; par lous 
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les points de l'intérieur de la parabole passent une ellipse 
et une hyper- ^ 

bole. Ed faisant 
x„ = o, y, = +i, 
OD a deux raci- 
nes positives : 
donc, tous les 
points inté- 



.i 



\ 



«■ '■ 



f/ 



rieurs à la bou- 
cle OCHdonnent 
deux ellipses. 
Enfin l'hypo- 
thèse iCo = a, 
y,, = — t montre 
tjue dans la ré- 
gion STOAN on 
a deux hyper- 
boles. Tous les points de la parabole P donnent cette parabole 
et une hyperbole ; la portion de droite H6 fournit cette droite 
double et une ^ 

hyperbole; la \ 1 

portion HK, ^ ' 

cette droite 
double et une 
ellipse. — La 
figure est 

faite dans t 

l'hypothèse 
b>a. 

Deuxième 
Cas:6=V3. 
— Mômes ré- 
sultats que 

dans le cas s"''^/^^ I 

précédent /^ | ,^ 

pour les re- " 

gions au-dessus de Ox, pour la région ROa;', et pour l'intc- 
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rieur de la parabole. L'hypothèse x = a y ~ — £ donne deux 
hyperboles pour la région OTQA, la parabole P et une hyper- 
bole pour l'arc OTQ de celte parabole. Si le point P est en 
L, on a une parabole et une hyperbole : l'arc de parabole 
QS donne donc, outre cette parabole, uue hyperbole; par 
suite, dans la région SQN, on a deux hyperboles. 

Tboisiëhe Cas : b > n\/3. — Résultats identiques à ceux des 
■■ deux premiers cas, 
y', pour les régions au- 
_/■ dessus de Ox, pour 
la régiou BOx\ et 
pour l'intérieur de la 
parabole. Ou trouve 
■•-^«^v; encore deux hyper- 

»- ^-:^^^ , boles pour la région 

B .^- ■ 'à OTQA. Donc, l'arc de 

parabole OQ donne 
♦ une hyperbole ; au 

1^ point Q, cette hyper- 

bole devient ellipse ; 
D ■ donc, dans la région 
^ QLQ' on a deux elH- 

*y'J paos ; dans la région 

"■■^ SQ'N, on a de même 

■''^' ' '"' "■ deux hyperboles, — 

La figure est faite dans l'hypotèse b > 2a. 

(A suivre.) 



QUESTIONS D'EXAMEN 



1. — Asymptotes de la coui-be qui, en coordonnées polairet 
correspond à l'équation 
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L'équation de Tasymptote (G. M. S. ; II, p. 580) est 

— = ( — ) sin ((o — a). 
P ^?J 
Nous avons ici 

(^) = S (o) - P) . . . (o) - X). 

Les équations demandées sont donc 

— == (a — Ç:^ ... (a -- X) sin (w — a) 

P 

1 = (p - a) . . . (p ~ X) sin (co - p) 

P 

2. — Les coniques y qui passent par trois points fixes et qui 
sont conjuguées à un segment AB, passent par un quatnèine 
point fixe. 

Prenons AB pour axe des x, et le milieu de AB pour 
origine. 
L'équation générale des coniques y est, comme l'on sait, 

X u I 

ax -h by -h c a'x -¥- b'y + c' a"x + b"y h- c" 
En faisant y = o, et en exprimant que l'équation 
x*(ka'a'^ 4- f/xia" + aa') -h ... -h 'kc'c'^ 4- iu)c" -+- ce' = o, 

ÂB^ 

a deux racines dont le produit est égal à , on obtient, 

4 
entre X et jx, une relation linéaire; donc, etc. 

3 (*). — La série 

I I I 



2(l2)P 3(13)'* n(ln)P 

e^it convergente si Von suppose p > i. 

Considérons l'intégrale y, 

/<* dx 
x(lx)P ' 

En posant 

Ix = u, 
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nous avons 

rjx_ ^ fda^j^^ 1 

J X{lx)P J VP (-WI p P-* 

D'après cela, et en vertu d'un théorème connu, la série 
est convergente si nous supposons jo > i, parce que l'inté- 
grale / est une quantité finie. 

2 

Pour p — if cette intégrale est infinie; la série est diver- 
gente ; on retrouve alors la série do M. Bertrand que nous 
avons signalée précédemment (Journal, 1886, p. 163). 

Le théorème auquel nous venons do faire allusion corres- 
pond à renoncé suivant. 

Si f(x) désigne une fonction continue et bien déterminée lorsque 

X varie de a à 4- oo , et si l'on a : lim f(x) = o, pour x = oo , 

la série : 

f(k), f(k + i) ... f(n), 

est convergente^ si Vintégrale 

* f(x)dx. 



/ 



est une quantité finie; elle est divergente, dans le cas contraire. 
(Le nombre K désigne un entier qu£lconque supérieur à a. j 

A suivre. 



CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. Roux, élève au lycée de Grenoble. 

... Je désire aussi vous exposer un procédé permettant 
de déterminer le point de contact des tangentes aux courbes 
que vous étudiez dans le numéro de Septembre dernier de 
ce journal. Ces courbes sont les enveloppes de droites telles 
que si, par les points de rencontre de ces droites avec les 
axes^ ou mène des parallèles à ces axes, le lieu du point 
d'intersection de ces parallèles est une courbe donnée. 

Cette méthode, sans être plus simple que celle que vous 
avez donnée, a l'avantage de s'appliquer lorsque les axes 
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sont quelconques; de plus, on la tire immédiatement du 
principe des transversales réciproques. 

Pour cela, je m'appuierai sur la remarque suivante qu'il 
suffit d'énoncer. 

Étant donnés deux axes quelconques Ox, Oy et une droite AB, 
si (fun point N de cette droite, nous menons des parallèles aux 
axes qu'elles renconfrent en Q, R : le milieu des droites QR, 
quandli se déplace^ est une droite. 

Soient N^, N^ deux points infiniment voisins sur une 
droite AB, et soient RQ, RiQi les 
droites correspondantes que vous 
considérez dans l'article cité. 
Prenons en Aj et B^ les milieux 
de OA et de OB et prenons 

MS = 2M(i), MSi = 2M(0i. 

La droite SS^ est parallèle à 
A^Bi : de plus dans le triangle 
MSSi les deux droites RR^, QQ^ 
sont deux transversales réci- 
proques : donc 

S^Ti = ST. 

Passons à la Irmite (fig, 2) : 




Â 



0.9 TA, 

Fig, /. 

Le point S élant situé sur une droite parallèle à AB et divi- 
sant en deux parties égales cette droite, est sur la médiane 
OK du triangle OAB : il est donc à Tintersect'on des deux 
droites RQ, ON : si w est le milieu de RQ ; on n'aura qu'à 
porter Mw = wS : 

M est le point cherché. 

Note. — La démonstration très simple que nous communique 
notre jeune correspondant conduit, comme il est facile de 
le vérifier, à la construction qu'a donnée M. d'Ocagne (/. M 
E., 188S, p. 30 et J. M. S., 1886, p. 2S6). 

Le quadrilatère ABPQ et la transversale OIK) en observant 
que AK = 13K) donnent 

SQ ^ OQ OB 

SP ""oa'op* 
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Alais on a 

OQBN OB _ BA 

ÔiI~Bi' OP""AN 

et, par conséquent, 

SQ _ BN 

sp ~ an' 

Si l'on prend sur PQ le point M, 
isotomique de S, on a donc 

MP _NB_ 

"NA' 



MQ 

c'est la relation indiquée par M. d'Ocagne. 



a. L. 



QUESTION 92 

Solution par M. Paul Bourgarel, à Antibes. 



On donne une circonférence et une droite fixes AB. Sur 
chaque tangente à la circonférence on prend le point M, de telle 
sorte que le point de contact P soit le milieu du segment QM limUé 
d*un côté au point M, et de Vautre côté sur la droite fixe AB. 
Quel est le lieu du point M? On examinera en particulier le cas 
où la droite AB est tangente à la circonférence, et le cas parti- 
culier où la droite AB est un diamètre de la circonférence. 

Prenons pour axes deux diamètres rectangulaires du cercle 
dont l'un soit perpendiculaire à AB. Soit x = d Téquation 
de la droite AB. Désignons par R le rayon du cercle; R cos © 
etR sin cp seront les coordonnées d'un point variable du cercle. 
L'équation de la tangente en ce point au cercle est 

x cos <p + j/ sin <p — R = o. 

L'ordonnée du point Q de rencontre de cette tangente 

avec AB est : -* On a donc en désignant par £C,t/o 



sm CD 



les coordonnées du point M, et en exprimant que le point 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 23 

P est le milien de QM, 

R— dcos9 _ . ... 

Vo -^ : = 2R Sin 9- (1) 

De plus, le point M étant sur la tangente du cercle, on a 

Xq cos ^ -h y sin cp — R = o. (2) 

On aura Téquation du lieu en éliminant <p entre les deux 
équations (1) et (2). 
L'équation (2) donne 

j/o sin cp = R — Xq cos <p. 
En portant cette valeur dans (1), il vient 

2R cos <f =z Xq -\- d. 
L'élimination de f est dès lors immédiate et Ton obtient 
en renplacant Xq par x, y^ par y^ 

(a?« 4- rfa? - 2R«)» = 4R»y» - y\x + d)«. 
Cette équation peut s'écrire aussi : 

{x^ + y%x + d - 2R][aî + d + 2R] = ^B}{dx - R*). 

Propriétés générales de la courbe, — Cette équation représente 
une courbe du quatrième degré passant par les ombilics du 
plan, et ayant deux asymptotes réelles parallèles à oy. Elle 
est symétrique par rapport à ox. Elle est bitangente au 
cercle donné aux points de rencontre de ce cercle avec la 
droite AB. 

l'' d > R. — La droite AB ne rencontre pas le cercle. Il 
en est donc de même de la courbe, qui a dans ce cas la 
forme générale indiquée par la figure (1). 

2® d = R. — La droite AB est tangente au cercle. Il en 
est donc de même de la courbe. 

Dans ce cas, le lien se décompose en la droite AB et en la 
courbe du troisième degré 

{^' -h y^){x + 3R) ^ 4R8. 

Cette courbe a la forme indiquée par la figure (2). 

3®d < R. — La courbe est alors bitangente au cercle en 
deux points réels, figure (3). 

4** d = o. — Ce cas n'est qu'un cas particulier du précédent. 
La courbe a deux axes de symétrie qui sont ox et oy. 

Nota. — Autres solutions par M\f. Ferval, élève du lycée Henri IV 
(classe de M Macé de Lépinay) ; G. Séquestre à Angoulôme ; A. Bêche 
professeur à Técole normale de Tulle. 
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QUESTIONS PROPOSÉES 



215. — n étant impair, le nombre des combinaisons de 
2n lettres, n à n, augmenté de dix fois le nombre des com- 
binaisons de 27% — 2 lettres, n — i à n — i, est divisible 
par n 4- 2. 

Autrement dit : 

C2n,n -H TO G2H-.2, n-i» = ^{n -H 2). (u impair). 

(Catalan.) 

216. — Etant donnée une ellipse, on peut adjoindre à 
tout point /du segment FF' des foyers une droite d extérieure 
au plan de la courbe et parallèle au petit axe, telle qu'il 
existe un rapport constant entre les distances d'un point 
quelconque de Tellipse au point /* et à la droite d, La droite d 
engendre un cylindre dont la section droite est une courbe 
semblable à Tellipse donnée. 

Trouver le théorème analogue pour Thyperboleetla parabole. 

(J. Neuberg,) 

217. — Soient S le sommet d'un cône droit, le point 
où Taxe rencontre un plan quelconque P. Démontrer qu'il 
existe un rapport constant entre les distances des points 
et S à une tangente quelconque de la section du cône par 
le plan P. (J. Neuberg.) 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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SUR LES FOCALES D'UNE SURFACE 

DU SECOND ORDRE 
CIRCONSCRITE A UNE QUADRIQUE DONNEE 

Par M. V. Hioux, professeur au lycée de Nantes. 



1. — Prenons, comme quadrique donnée, un ellipsoïde 

a;* 2/« j5« 

a^ h^ c« 
Soit M(a?i,yi,^i) le pôle d'un plan 

^ - a- ^ b-^ c- ' ~" ^• 
L'équation générale d'une surface du second ordre cir- 
conscrite à (E) peut s'écrire : 

(p=— + f- + -- I -KP« = o. 
. a* 6* c* 

A chaque valeur de K correspond une surface particulière. 

Soit maintenant S = o l'équation d'une sphère de rayon 

nul ayant son centre au point (a, p, y) on aura 

S = (a? ~ a)« + (2/ - p)» + (^ - y)« = o. 

Formons l'équation 

cp 4- AS = o 

et exprimons qu'elle représente un système de deux plans. 
Cette dernière équation peut s'écrire : 

fe "*" 4''' ^ (p "^ '^^' ^ & "^ ^)^' ■" ^^^''^ "^ ^î^ "^ "^^') 

+ >(a« 4- p* + Y«) - I - KP« = o. 

Supposons la rendue homogène par l'introduction d'une 
quatrième variable ^ = i . Les demi-dérivées partielles peuvent 



s'écrire 



x = -r -I- 



I + a*X I -t- a*X 
6*pX KPjyi 



y - . ■ M. + 



I + 6«X I + 6*X 
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I 4- C*X 14- C*X 

KP 



a* 4- ^* 4- Y* — T = aa; + fy + yz — 



Faisons la somme des trois premières multipliées respec- 

tivement par -4 » tt ' -x ^ nous obtenons, en tenant compte 
^ a* 6* c* 

de l'expression de P, 

. Kpr— ^' + y^ 4- — A_\ 

\a^(i 4- a^X) 6^(1 4- 6«X) c«(i 4- c«X)y 

Les coordonnées x, y et z du centre doivent admettre une 
infinité de valeurs; il en est par suite de même de la fonc- 
tion entière P des mêmes variables. Or la dernière équation 
est du premier degré par rapport à P et comme elle doit 
être satisfaite pour plus d'une valeur de P, le coefficient ne P 
doit être nul ainsi que le terme indépendant. On a donc 
d'abord les deux conditions. 

xi yi z\ I 

4- TT-, TTTT 4- -— -TT — 77 = O . 



a\\ 4- a«X) h\\ + 6«X) c\\ 4- cU) K 



I 4- a*X 2 4- 6*X I 4- c* X 

Portons maintenant les valeurs de x, y et js dans la qua- 
trième dérivée et, en vertu de la deuxième condition nous 
obtenons : 

a* S» Y« I 

4 —rrr -^ —zz — T ^ o. 



I 4- a*X I -h 6*X I -h c*X X 

Telles sont les trois conditions qui doivent être remplies 
pour que Téquation <p 4- XS = o représente deux plans qui 
se coupent. 

Ces trois conditions peuvent s'écrire ainsi : 

A y\ A 

0} b^ c^ I . 

+ — -I^ + T—I^ - ^ =0, (1) 



I 4- a*X 1 4- ô'^X 14- c«X K 
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37 


ouci py, Y*i 


(2) 


1 . . , 1 4 — Wf j 




a» B« y1 

1 1 - r — o 


(i{\ 


A A 'A 


\^) 



L'équation (1) est du troisième degré en X et admet trois 
racines réelles. A chacune d'elles correspond une focale 
qui est l-intersection de la surface (3) p^r le plan (3) qui est le 
plan polaire du pôle du plan F par rapport à la surface (3). 

Or cette surface (3) est homofocale à la surface donnée (E). 

On a par conséquent ce théorème : 

Théorème. — Quand une surface du second ordre est 
circonscrite à une quadrique (E) ses focales sont situées jur trois 
surfaces (A) homofocales à (E) dans des plans qui ont un pôle 
commun qui est le pôle du plan de la courbe (C) de contaci de 
la surfa^ considérée avec la quadrique donnée. 

2. — Cas particuliers du cône circonscrit. — 

Lorsque la surface circonscrite 

a^ s* c^ 



représente un cône, on a 



I 



^i y\ . «î 



a« ' 6» "^ c« 



Portons cette valeur de K dans la première condition ; 
alors après des réductions faciles elle devient 

- = o. (4) 



A A A 



On voit ainsi que Téquation (3) de la surface (A) est véri- 
fiée par les coordonnées du sommet du cône circonscrit, ce 
qui était évident a priori pour ce cas particulier. Le plan 
(2) est maintenant le plan tangent à la surface (3) menée par 
le sommet du cône. Pour chacune des valeurs réelles de 
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■r fournies par Téquatiou (4) l'équation (3) représente une 

surface homofocale à (E) passant par le sommet du cône. 

On a donc, comme cas particulier du théorème précédent, 
le théorème connu donné par Chasles ; 

« Les focales d'un cône circonscrit à une surface du second 
ordre sont les génératiices des surfaces homofocales à la 
proposée et passant par le sommet du cône. » 

Remarque. — Les équations (2), (3) et (4) restent les mêmes 
quand on change a, p, y en a^i, j/i, z^ et réciproquement; les 
focales du cône de sommet a, p, y circonscrit à (E) sont 
donc représentées par l'ensemble des équations (2) et (4) 

pour chaque valeur de r- tirée de Téquation (3). On a donc 

encore ce théorème : 

Le lieu des sommets des cônes circonscrits à une quadrique et 

ayant pour foyer un point donné s, est formé des focales du cône 

circonscrit de sommet s. 

(A suivre,} 



QUELQUES QUESTIONS 

RELATIVES A l'ÉTUDE DES POINTS INVERSES 
Par M. Emile Itemoine, ancien élève de TËcole Polytechnique. 



Le colonel Mathieu qui a, le premier je crois, considéré 
les points inverses (voir Nouv. Annales 1865, p. 398 et suiv.) 
appelle ainsi deux points tels que si les coordonnées normales 

de l'un sont a, S, y les coordonnées de l'autre sont -> t? -• 

M. Neuberg (voir Mémoire sur le tétraèdre^ page 1.0; ex- 
trait du tome XXXVII des mémoires couronnés et autres 
publiés par l'Académie royale de Belgique 1884) revient sur 
cette importante notion et, d'une de leurs principales pro- 
priétés géométriques, les appelle points conjugués isogonaux : 
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comme ils ont un très grand rôle dans les questions nou- 
velles de la géométrie du triangle que Tétude des points de 
Lemoine et de Brocard a suscitées je compte intéresser les lec- 
teurs avec les théorèmes et les problèmes qui font l'objet de 
ce petit travail . 

1. — Trouver les coniques qui ont pour inverse une conique, 

(a) Nous dirons que deux courbes sont inverses l'une de 
l'autre, si Tune est le lieu des points inverses de l'autre. 
Une conique (G) a en général pour inverse {(Y) une courbe 
du 4"® ordre. Si (C) passe par un des sommets du triangle de 
référence, (C) se compose du côté opposé et d'une courbe du 
3aie ordre ; si dam ce cas (G) se compose de deux droites, cette 
courbe du S""® ordre se décompose en une droite passant par 
ce sommet et en une conique circonscrite au triangle de réfé- 
rence. Si (C) se compose de deux droites passant par un 
sommet, (C) se compose du côté opposé comme droite double 

. et de deux droites passant par ce sommet. 

(b) Si (G) passe par deux sommets du triangle de référence, 
(G') se compose des deux côtés du triangle de référence qui 
aboutissent au 3® sommet et d'une conique (G). 

Si, dans ce cas, (C) se compose de deux droites, G' est 
aussi formée de deux droites passant par les mômes sommets 
que (G). 

(o) Si (G) passe par les trois sommets du triangle de réfé- 
rence, (G') se compose des trois côtés de ce triangle et d'une 
autre droite. 

2. — Trouver les coniques qui sont à elles-mêmes leur propre 
inverse (*). 

Soit Aa* + B^« -f- Gy* 4- A'py + B'ay + G'ap = o, 

[*) On peut ramener immédiatement cette question à la suivante : 
Si f[x,y) =z Ay^ -t- Bxy -h O' + D^/ -4- Ea? 4- F, 

est une fonction de n et de y telle que pour toute valeur de x et de y qui 



annule f(x,y) on ait aussi f(-'-) = o, 



on aura 

y/ __^ . _ 

A = C = o,et: soit 1 ^ — d *^*^ ! E —-— D 
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l'équation d'une de ces conl(Jues ; nous ne pduVbiis ôtipltjoser 

à la fois : 

A = b B = o = 0' 

car alors la courbfe inTérsè serait tinë droite; fetc. 

L'une au moins de ces quantités n'est donc pas nullfe, soit 

G celle-là, la courbe inverse sera représentée par . 

(Ap* -♦- Ba«)Y2 + ap(*Gap 4- A'ay + B'py + GV) = O. 

Il faut par suite que Ton ait : A = o B = o. 
La courbe représentée par la secoùde parenthèse se trans- 
formera alors en elle-rùême lorsque l'on aura G = G' et 
A = B' ou lorsque G = - G' et A = - B'. 

Il résulte de là, et du §4, que les seules coniques qui soient 
à elles-mêmes leur inverse ont pour équations : 

(Bp -¥■ Gy)(By + Cp) = o, 

(Gy + Aa)(Ga + Ay) = o, 

(Aa + Bp)(Ap -4- Ba) = o, 

qui représentent des droites symétriques par rapport aux 

bissectrices, ou : 

Aa* ± APy ± Bay + Bap = O (1) 

Ap* 4- Bpy ± Aay di Ba^ = O (2) 

Ay* ± Bpy + Bay =ir Aap = O (3) 

dans lesquelles il faut prendre^ en même temps, les signes 
supérieurs ; ou, en même temps, les signes inférieurs. 

Si l'on prend le signe +, chacune des trois coniques (1), 
(2), (3) passe par deux sommets et par les centres des cercles 
ex-inscrits tangents aux côtés qui aboutissent au sommet 
par lequel ne passe pas la conique. 

Si l'on prend le signe —, chacune d'elles passe par deux 
sommets, par le centre du cercle inscrit et par le centre du 
cercle ex-inscrit tangent au côté par les extrémités duquel 
passe la conique. 

3. '— Trouver les cercles qui sont à eux-mêmes leur propre 
inverse, 

Ge qui précède suffit pour montrer que si 0, Oa, Oh; Oc sont 
respectivement le centre du cercle inscrit et les centres des 
cercles ex-inscrits au triangle de référence, 

Les six cercles décrits siit* 00a, OOt, 00c, ObOc, OcOa, 0«0b 
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comme diamètres sont à eux-mêmes leur propre inverse et 
sont les seuls cercles du plan jouissant de celte propriété. 

Remarquons encore que : 

Si la ligne FF' qui joint deux points inver^ses F et F' est vue 
des deux sommets K et B sous un angle droit et que y soit 
V angle FGF', on aura 

Si alors 

a -h b = c\/3, Y = 60®. 

4. — Trouver la condition pour quune droite donnée coupe la 
conique inverse en des points réels. 
Soit A.a -h Bp + Gy = o Téquation de la droite donnée, 
La conique inverse sera représentée par 

ABC 

« ? r 

d*ou ^ ^ 

a 



- (1' H- B« - G^) ± y/A^ -f-. B* + C* ~ 2B'C;' - 2A'C' - 3A«B« 

2AB 

donc : 

Une droite coupe ou ne coupe pas la conique^ son inverse, 
suivant que Von ne peut pas, ou que Von peut, former un triangle 
avec les trois quantités A, B, G prises positivement. On trouve 
facilement aussi que : 

Pour que la conique inverse d'une droite soit une ellipse, une 
parabole ou une hyperbole, il faut que la droite ne coupe pas le 
cercle circonscrit, qu'elle le touche ou qu'elle le coupe. 

Gela résulte immédiatement de ce que l'inverse d*un 
point du cercle circonscrit est à l'infini. 

On voit encore : 

Quune droite est tangente à la conique inverse si elle passe 

par le centre d'un des quatre cercles tangents aux trois côtes du 

triangle; ce centre est le point de contact. 

(A suivre.) 
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CONCOURS D'AGRÉGATION 1886 

i^oliition par M. A. Fleurot à Marseille. 

[Suite et fin, voir p. 13.) 



3. — Soient x^y^ les coordonnées de P, œy celles de P'. 

Soient X^X, Jes valeurs de X correspondant aux deux coniques 

passant par P. L'équation aux coefficients angulaires des 

droites joignent aux points d'intersection des deux 

coniques X^X,, est. après la suppression de la racine double 

m= o : 

(a — bmy — XjXj (i + m*) = o. 

Cette équation du 2® degré a pour racines — et — . Divisant 

le produit des racines par — et remplaçant a^\ par se va- 
leur, nous avons : 



y 2abXo 4- (a' - b^)yo 



w 



X 2aby^ — (a* — 6*)aîo 

Il nous faut une deuxième équation entre x, y, Xq^ j/o* Pour 
la trouver soit «o; + vj/ — i = o l'équation de la droite PP'. 

Cherchons à déterminer les coefficients u et v de cette 
droite. Pour cela cherchons son intersection avec la conique 
dont l'équation s'obtient en retranchant membre à membre 
celle des deux coniques X^X,, et qui, par suite, joue le même 
rôle par rapport aux deux : l'éqnation de cette conique est : 
(Xj -h Xj)(a;' + j/>) H- 2a{x^ + y'' - by) = o. 

Le produit des coefficients angulaires des droites joignant 
l'origine aux points d'intersection de cette conique et de la 

droite PF est rr ^-r — - — -, 7— ■ . Divisant par —, et 

(X, + X,) -h 2a(i — bv) Xq 

remplaçant X^ + X, par sa valeur, il vient : . 

X 2/o[yo - ^{^0 -+- là)] ' 

Égalant (a) et (f), nous avons : 

a« - 6» 



(?) 



V = 



(o« - 6*)l/o + 2«6iPo 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 33 



et comme ux^ + in/o — i = o : 

2ab 

u = 



(a* — 6*)yo + 2abxQ 
De sorte que Téquation de la droite PP' est : 

20005 -4- (a* — b^)y = 2abxQ — (a" — 6*)yo' (y) 
Les équations (a) et (y) donnent: 

_ [2abXo 4- (g' - b^)yo\[2abyo - (g* - 6')Xo]. 

"" " t/o (a* + b^r 

_ 2a6aîo 4- (a" — 6')yo 

^"" î/o(a^ + b^y 
Ceci établi, nous avons deux remarques importantes à 
faire : d'abord la droite PP' reste parallèle à Tasymptote do 
la cubique F ; en second lieu, si l'on désigne pae Mq et m 
les coefficients angulaires des droites OP et OP', la relation 
(a) donne : 2abinmQ — (o* — b^){m + m^) — 2ab = o, ce qui 
prouve que les droites OP, OP' sont les couples de rayons 
conjugués d'un faisceau en involution. Ce faisceau peut être 
engendré comme il suit. Si de P on abaisse les perpendi- 
culaires PH et PK respectivement sur la parallèle OE et sur 
la perpendiculaire à l'asymptote de la cubique F, la relation 

(a) signifie que - = ± prp = ± tg 0, étant l'angle do OP 

avec OE. Donc OP' fait avec Ox un angle égal en grandeur 

à l'angle de OP avec OE. Donc OP et OP' sont symétriques 

par rapport aux bissectrices des angles de Ox avec OE, 

lesquelles sont les rayons doubles du faisceau involutif. On 

trouve facilement que l'équation générale des couples de 

rayons conjugués do ce faisceau est de la forme 

y^ + c({î — i)xy +faj« = o, 

g* — 6* 
égalité dans laquelle c est égal à — • 

11 résulte de ce qui précède que toute courbe G de l'énoDcé 
est telle qu'une parallèle quelconque à l'asymptote de F 
la coupe en des points qui deux à deux se trouvent sur un 
couple de rayons conjugués du faisceau. Les coordonnées 
de deux points correspondants P, P' d'uno courbe G satis- 
font à deux équations de la forme ; 

JOURNAL DE MATH. SPÉC. — 1887. 2. 
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y- ex = ai, 

y* + c{Pi - ^)ocy + piû?» = o. 

Mais comme ils sont sur la courbe G considérée, p^ est 
connu quand on connaît a^, et inversement. 

Donc il existe une certaine relation ^(a^, pj) = o entre ces 
deux paramètres. L'équation de cette courbe G est donc 



"h-ê^!]- 



et réciproquement toute équation de cette forme représente 
une courbe G. 



GEOMETRIE DU TRIANGLE 
(étude bibliographique et terminologique) 

Par M. Emile Vigarié. 



Je désire présenter aux lecteurs de ce Journal l'article de 
M. Yîgarié et je veux dire aussi, en peu de mots, quelle a 
été Torigine et quel est le but de ce travail. 

Il y a quelque temps, M. Vigarié me proposa de publier 
ici une monographie du point de Lemoine. G'étaitun mémoire 
bien ordonné, très complet, et clairement rédigé ; ce sont là 
d'ailleurs les qualités ordinaires de notre jeune et très zélé 
collaborateur. Mais je songeais déjà, à cette époque, à la 
nécessité d'un travail d'un ordre plus général, embrassant 
le rappel de Tensemble des propriétés les plus saillantes de 
la nouvelle géométrie du triangle, proposant aussi quelques 
néologismes, qui permissent de lire plus rapidement les noies 
qui la concernent et en même temps d'éviter, ou des con- 
fusions, ou des recherches souvent difficiles. 

Pascal a dit dans ks Pensées : « Les géomètres n'imposent 
des noms aux choses que pour abréger le discours et non 
pour diminuer ou changer l'idée des choses dont ils discourent; 
et ils prétendent que l'esprit supplée toujours la définition 
entière aux termes courts qu'ils n'emploient que pour éviter 
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la confusion que la multitude des paroles apporte, » Pour- 
tant je connais d'excellents esprits qui, se trompant, je crois, 
sur ce point, répugnent à Tintroduction des mots nouveaux 
et se refusent systématiquement à leur emploi. Toutes les 
propriétés de la géométrie élémentaire pouvant s'exprimer 
avec le langage ancien, pourquoi, disent -ils, faire usage 
d'expressions nouvelles qui ne peuvent que troubler le lecteur? 
Il y a un fond de vérité dans cette critique adressée aux 
créateurs de mots; et peut-être pourrait-on citer, dans cet 
ordre d'idées, plus d'un abus. Il y a plus de vingt ans (*) que 
M. Gerono s'élevant contre cet excès disait : « Le nombre 
des mots nouveaux est déjà considérable, il surpasse de beau- 
coup celui des idées nouvelles, et notez qu'il va toujours en 
augmentant ». Cette citation prouve seulement qu'il faut, daiis 
la terminologie, comme ailleurs, éviter les excès et c'est sur- 
tout sur ce terrain qu'on peut trouver avec raison que le mieux 
est l'ennemi du bien. Mais pour revenir à la géométrie du 
triangle, il ne faut pas l'avoir longtemps pratiquée pour 
reconnaître l'impossibilité matérielle d'exprimer clairement 
ses propriétés si l'on n'accorde pas la connaissance de quelques 
termes ayant pour but, justement, « d'éviter la confusion que 
la multitude des paroles apporte ». 

Je crois d'ailleurs que la cause que je plaide ici est depuis 
longtemps gagnée ; il suffit de lire les nombreuses notes qui 
paraissent à l'étranger sur cette géométrie, si attrayante par 
la fécondité et la simplicité de ses propriétés, pour recon- 
naître que la nécessité d'un langage nouveau s'impose à tous 
ceux qui veulent écrire sur elle ou seulement la comprendre. 
Si j'ai cru devoir insister sur un point qui me paraît évident 
de lui-même, c'est, comme je l'ai dit, que certains, confon- 
dant l'excès avec la juste mesure, semblent prévenus, outre 
mesure, contre tout langage nouveau: or, c'est là, dans un sens 
inverse, un autre excès. 

C'est à ceux-là surtout que je me permets de recommander 
le substantiel et important travail que M. Vigarié a bien 
voulu entreprendre sur mon conseil, en étendant l'idée excel- 

(*) Nouvelles Annales, 186^, p. 415. 
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lente qu'il avait eue et qui avait donné naissance à la note 
à laquelle j'ai fait allusion plus haut. 

Le présent mémoire rendra, j'en ai le ferme espoir, les plus 
grands ser\'ices à tous ceux qui s'intéressent à la géométrie 
du triangle. Cette science est née en France mais elle y est 
encore, comme le fait observer avec raison M. Vigarié, peu 
répandue, bien qu'elle soit déjà classique à l'étranger; le 
travail de M. Vigarié contribuera puissamment, pensons- 
nous, à la faire connaître et aimer. G. L. 

La géométrie du triangle a reçu depuis quelques années de 
grands développements, grâce aux travaux de MM. J.-J.-A. 
Mathieu, G. de Longchamps, E. Lemoine, H. Brocard, 
J. Neuberg, M. d'Ocagne. G. Tarry, E. Catalan, J. Casey, 
R. Tucker, H. -M. Taylor, M. Cay, T.-C. Simmons, Hain, 
A. Artzt, StoU, Fuhrmann, Kiehl... Ces développements ont eu 
pour origine principale les études de M. E. Lemoine (A. -F. 
Lyon 1873, Lille 1874) sur un nouveau point remarquable du 
plan du triangle auquel son nom est maintenant attaché, et 
qui est, sans contredit, le plus important du triangle, après 
le centre de gravité. Nous allons essayer de grouper et 
de coordonner les résultats si intéressants dont l'ensemble 
constitue cette nouvelle géométrie. 

Les recherches des géomètres qui se sont occupés du 
triangle, ayant été faites le plus souvent, simultanément, ou 
sans connaître les travaux antérieurs, il en est résulté plu- 
sieurs noms pour désigner le même point ou la même ligne, et 
quelquefois le même terme a désigné des éléments entièrement 
différents : d'oîi la confusion ou l'ambiguïté. 

Nous avons essayé de trouver parmi les différents termes 
proposés pour un même point ou pour une même ligne, celui 
qu'il serait préférable d'employer, en conservant un nom parti- 
culier aux éléments remarquables et en donnant à ceux qui en 
dérivent des noms rappelant leur liaison avec les précédents. 
Pour arriver à ce but, nous nous sommes reporté aux mémoires 
originaux (*) et nous avons consulté MM. Brocard, Lemoine, 

(*) M. John Casey, dans son Treatise on the Analytical geometry^ et sur- 
tout dans la dernière édition (18S6) de son Sequel to Euclidey a résumé 
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de Longchamps, Neuberg, qui ont plus particulièrement 
attaché leur nom à cette nouvelle théorie, et dont la part dans 
le succès de la géométrie du triangle est si grande. Autant 
que possible, devant des avis quelquefois différents, 'nous 
avons adopté le mot qui paraissait le plus généralement pro- 
posé. Nous avons cité d'ailleurs, dans des notes qu'on trouvera 
placées au bas des pages, les autres termes qui ontété employés 
dans un même sens. 

Nous diviserons ce travail en deux parties : dans la première, 
nous donnerons des idées générales sur quelques méthodes 
de transformations ou de conjugaisons particulièrement utiles 
dans la géométrie du triangle; dans la seconde, nous étudie- 
rons quelques points et quelques lignes remarquables. Nous 
ferons aussi le rappel de leurs principales propriétés, et nous 
donnerons les coordonnées ou les équations barycentriques (*) 
des éléments que nous énumérerons. 



d'une façon remarquable la géométrie du triangle ; aussi lui avons« 
nous fait de nombreux emprunts. Nous avons aussi eu recours aux princi" 
pales publications mathématiques, et dans cette étude, nous emploierons 
pour les désigner les abréviations suivantes : 



M. Mathesis. 

J . S . Journal de Mathématiques spé- 
ciales. 

J. E. Journal de Mathématiques élé- 
mentaires. 

E. T. The Educational Times. 

Q. J. Quarterly Journal of Pure 
andapplied Mathematics. 

P. L. Proceedings of the London 
Math. Society. 

A. F. Association française pour 
Vavancement des Sciences. 

6. M. Bulletin des Sciences mathé- 
matiques. 

S. M. Bulletin de la société mathé- 
matique. 



A. G. AnnaUs de Mathématiques de 
Gergonne. 

J. G. Journal fur die reine und 
augewandte Mathematik 
(Journal de Crelle) . 

N. A.M. Nouvelles Annales de Mathé- 
matiques. 

A. E. N. Annales de V Ecole normale 
supérieure. . 

N. G. M. Nouvelle correspondance ma- 
thématique. 

A. G. H. Archives der Physik und Ma- 
themalik (Archives de 
Grunnert-Hoppe), 



(*) Pour éviter toute confusion, nous emploierons les lettres a, |3, y 
pour désigner les coordonnées barycentriques et les lettres a;, y, s pour 
designer les coordonnées normales. D'ailleurs, on passera d'un sjstèmc 
de coordonnées à Tautro au moyen des formules : 



a 
ax 



A. 

by 



7 

■ ■■ . < 

es 
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1. Notations. — Le triangle fondamental, primitif ou de 
référence étant désigné par ABC nous noterons un point 
quelconque pris dans le plan de ce triangle par la lettre M. 
Ce point donne naissance, par suite de constructions géo- 
métriques, à d'autres points ou lignes remarquables que nous 
désignerons par les lettres M, m on [l affectées d'accents, ou 
d'indices. 

Les pieds des droites AM, BM, CM (*) sont M', M\ M'" et 
les longueurs de ces droites soDt m', m", m'"; longueurs 
comptées respectivement entre A et M', B et M", C et M'". 

Les conjugués harmoniques de M', M'', M" par rapport aux 
extrémités des côtés du triangle de référence sont f/.', {x*, (x'". 
Ces trois points sont sur une même droite |x qui est appelée 
par M. G. de Longchamps (/. E, 1886, p. 130) droite harmo- 
niquement associée au point M (**). 

Les droites A^l, Bfx'', G\k" se coupent deux à deux en trois 
points Ma, Mb, Me qui sont les points algébriquement associés 
au point M. Le triangle MaMbMg sera le triangle harmonique- 
ment associé au point M. 

Les droites M' M\ W W\ W M' sont les pédales de M et 
le triangle M'M'M'" est le triangle pédal de M. Enfin, les 
projections orthogonales de M sur les côtés du triangle sont 
nianibmc et le triangle mam^mc esile triangle podaire de M. 

Ces notations nous ont été communiquées par MM. Nouberg 
et de Longchamps. 

Nous appellerons, suivant l'usage, a, 6, c, les côtés du 
triangle ABC, nous désignerons son périmètre par 2p et sa 
surface par S. Enfin nous adopterons les abréviations sui- 
vantes proposées par M. H. Brocard (***) 

a* + 6* + c'- — m^ a*^ + 6* + c* = 7* 
0*6» -f- b^c^ + c^a^ = n* 
relations qui donnent d'ailleurs 

7* + 2n^= m*. 

(*) Les droites AM, BM, CM sont quelquefois appelées transversales 
angulaires du point M (Hain). 

(**) Ou polaire trilinéaire do M. Ce terme créé par M. Mathieu (N. A» 
M. 1865) a été employé par plusieurs auteurs, notamment par M. Neu- 
berg [J, S. (2), V. 1886, p. 8, et Mémoire sur le Tétraèdre), 

(***) A. F. Rouen, 1883 
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Nous désignerons par: 

G le centre de gravité ou point de concours des médianes ; 

H Forthocentre (*) ou point de concours des hauteurs; 

le centre du cercle circonscrit de rayon R; 

1 le centre du cercle inscrit de rayon r; 

la, ïb, le les centres des cercles ex-inscrits de rayon Va, r^, rg ; 
Oj le centre du cercle d'Euler (cercle des neuf points). 



I 



TRANSFORMATIONS QUADRATIQUES 

2. — Étant donné un point M dans le plan du triangle, on 
pourra toujours trouver, et d'une infinité de façons, un second 
point M', qui correspondra au premier d'après une loi géo- 
métrique imaginée ; ces deux points M, M' auront entre eux 
des relations géométriques dont la simplicité dépendra du 
choix plus oti moiûs heureux de la loi qui les unit et 
chaque loi géométrique donnera lieu à une méthode de trans- 
formation ou à un mode de conjugaison qu'il reste ensuite à 
étudier. On voit, au point de vue de la géométrie du triangle, 
l'importance de ces méthodes qui multiplient le nombre des 
points ou, plus généralement, des éléments remarquables. 

Nous allons indiquer, parmi ces méthodes, celles qui 
intéressent plus particulièrement le sujet qui nous occupe ici. 

Dans un mémoire ayant pour titre : Nouvelle méthode pour 
découvrir des théorèmes en géométrie (/. C. VIII, 1831, pp. 51- 
63), M. J. Magnus (de Berlin) a le premier posé les prin- 
cipes généraux qui doivent s'appliquer à toute méthode de 
transformation dans laquelle on fait correspondre un point 
à un point, et aussi à celle dans laquelle à une droite on fait 
correspondre une droite, puisqu'il suffit de transformer les 



(*; On a attribué (voir M. 1881, p. 154 — /. E. 1885, p. 244, 1886, 
p. 3 — il. F. Rouen, 1883, p. 190^ ce néologisme à James Booth(i4 new 
treaiise of some geometrical methods, 1877). M. T. G. Simmons, dans une 
des lettres que nous avons reçues de lui, nous a fait observer que 
M. le D' Besant avait indiqué ce terme à ses élèves dès 1870. 
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résultats précédents par les polaires réciproques. Dans ce 
mémoire Magnus a donné un théorème qui, complété par 
M. de Longchamps (A. E, N, 1866, p. 321) peut s'énoncer 
ainsi : 

Toutes les fois que, dans une méthode de géométrie comparéCy 
à un point correspondra un point, alors à une droite correspon- 
dra une conique passant par trois points fixes et à une courbe 
de V ordre m et de la classe n correspondra une courbe de P ordre 
2m et de la classe(2m + n)ayant pour points multiples de Vordre 
m les trois points fixes (*). 

Ces points fixes sont appelés points principaux (Magnus, 
loc, cit.) ou points fondamentaux (Abel Transon N. A. M. i865, 

(*) Ce théorème ne visait que les transformations considérées par 
M. Magnus et qui sont non seulement birationnelles, mais caractérisées 
par les formules 

^—yy y — 7^ y 

U, V, R, T étant fonctions linéaires de nouvelles coordonnées X, Y. 

Alors, à une droite 

ax -h by -{- c = o, 
correspond une conique 

aUT -h 6RV -f- cVT = o, 
passant par les trois points fixes : 

T = oR = o, T = oV=o, U = oV = o. 

C'est dans ces conditions que M. de Longchamps a étendu le théo- 
rème de M. Magnus; mais ce théorème, et le complément qu'en a donné 
M. de Longchamps, s'appliquent à toutes les transformations biration- 
nelles. 

Voyez à ce propos un mémoire de M. T. A. Hirst (iV. A. M\ U66, 
p. 213, ayant pour titre : Sur la transformation quadrique.) 

« Magnus, dit M. Hirst, dans ce mémoire a supposé â tort que sa 
méthode de transformation était la plus générale de celles dans lesquelles 
à un point de Tun des systèmes correspondait un seul point de l'autre. 
Les recherches subséquentes de Cremona, de Jonquières, Clebsch et 
Cayley ont montré que cela n'a pas lieu : la transformation do Magnus 
est seulement la plus générale de celles pour lesquelles à chaque ligne 
droite correspond, une conique... » 

C'est dans ces conditions qu'il faut entendre le théorème de M. G. de 
Longchamps. 

Les développements qui suivent ont pour but de montrer que toute 
transformation du genre Magnus peut se ramener à la transformation par 
points réciproques de M. G. de Longchamps, ou à la transformation par 
points inverses du colonel Mathieu, suivant le système de coordonnées 
employé. Nous les avons empruntés à Salmon^hemin, p. 440; Clehsch- 
Lindemann, chap. IV, § IX; Mansion, N. C, M., 1. 1, p. 54. 
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p. 392). Uélégante démonstration donnée par M. G. de 
Longchamps a été reproduite par Chasles (Rapport sur les 
progrès de la géométrie, p. 372). 

On appelle transformation birationnelle (*), toute transfor- 
mation dans laquelle à un point de la première figure corres- 
pond un point unique de la seconde; et réciproquement. 
Les coordonnées (x, y, z) d'un point de la première figure 
sont des fonctions rationnelles des coordonnées (X, Y, Z) d'un 
point de la seconde figure, et réciproquement, le triangle de 
référence étant le même, ou non, posons : 

A(X,Y,Z) - /.(X,Y,Z) " /,(X,Y,Z) ' 
Si (X,Y,Z) sont données, on en déduit le point unique 

(aï, y, ^)- 
Si (a?, j/, z) sont connues, le point (X, Y, Z) est à Tintersec- 

tion des deux courbes 

xA(X, Y, Z) - yA(X, Y, Z) = G. I * 

a;/;(X, Y, Z) - zf,(X, Y, Z) = o. ) ^ ^ 

Ces courbes sont du n"® degré si /i, /„ /i sont des fonctions 
homogènes du degré n. Elles se coupent en n* points qui ont 
pour correspondant le point (a;, y, z). 

Pour qu'il n'y ait qu'un seul point (X,Y,Z) correspondant 
au point {x,y,z) il faut supposer que les courbes ont (n* — 1) 
points communs, alors les courbes (A) n'ont plus qu'un point 
commun, variable avec le point (a?,?/, s) et qui est le point 
(X,Y,Z). Les (n* — 1} points communs aux deux courbes (A) 
sont des points fixes (**). 

Si les courbes f^ = o, ^, = o, /"j = o sont du second ordre 
et ont trois points communs, la transformation est quadra- 
tique birationnelle, alors à la droite 

kx -h ly -h mz = o 



(*) Voyez sur ces transformations un mémoire de Cayley, On the ratio- 
nal trcmsformation between two spaces, P. L., t. III; et un mémoire de 
M. E. Amigues, Sur les transformations du second degré dans les figures 
plan.s [N. A. Af., 1877). 

[**) Lorsque n>2, les fonctions fuhyU ont encore à remplir d*autres 
conditions, pour Texamen desquelles nous renvoyons aux ouvrages 
cités de Salmon ou de Clebsch. 
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correspond la Cohique : 

*^M + ^A + ^/s = o 
passant par les points fixes. 

Considérons la transformation quadratique qui correspond 

aux formulés : 

^ _ y __ ^ 

Nous avons alors 

kx + ly -h m:; _ k'x + l'y + m s _ k"x + l"y -f- i)i"z 
kfi + If. + rnf, ^ /C'A H- /7, + m'/, "" VûTWf^TWf^^ 

Si les points fixes P, Q, R sont réels et distincts, on peut 
choisir i, /, m, fc', T, m', ft/' T, m" de maniëre que 

fc/; + ;;, + wi/; = o, k'f,-hrfç,-hm'f,=^o, Vf, 4- r/;+m73:=o, 

soient les équations des couples de droites 

(PQ, PR) (QR, QP) (PR, QR) 
qui passent par les points fixes. Prenons le triangle PQR 
pour triangle de référence, alors ces formules deviennent 

kx -h ly -h mz _ k'x + l'y + m'z _ k'x -h Vy + m'is 

YZ "" XZ XY 

Les droites, représentées par les équations 
kx -\- ly -\- mz = o, k'x 4- l'y -h m'z = o, k^'x + l"y -h m"z = o, 

peuvent être choisies pour côtés du triatigle de référence 

de la première figure, alors les formules de transformation 

sont : 

X _ y _ z 

YZ "^ XZ "" XY' 

ou xX —yY = zZ, 

On retombe ainsi sur Ifes formules de la ttansformatioti 
par points réciproques de M. G. de Longchamps. 

Si Ton veut mettre en évidence les constantes qu'on a 
fait entrer dans les coordonnées (a?, t/, a), (X, Y, Z) on écrit 
ces formules de la manière suivante 

xX yY _ jzZ 
p q r 

Le théorème de M. G. de Longchamps, énoncé plus Haut, 
porte sur un point différent de celui que nous venolis d'exa- 
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miner, savoir sur la détermination de la classe de la courbe 
transformée. Mais pour la démonstration de ce théorème 
nous renvoyons le lecteur aux sources citées (*). 

(A suivre.) 



Voici, au sujet des transfonnalions, quelques renseignements biblio- 
graphiques louchant les travaux qu'elles ont provoquées. 

M. Ed. Dewulf daûs une note « sur les transformations géométriques 
des figures planes, d'après les mémoires publiés par M. Cremona et 
des notes inédites. » (B. M. V, 1873, p. 206-240) a donné la liste 
suivante des auteurs dont les travaux, à cette date, étaient postérieurs 
à ceux de M. Cremona : 

GATLâY. — A memoir on the râiiôiial transformations beiweexl two 
spaces {P. L.y lU, 1870, p. 136). 

NôTHER. — Uober Flâchen, welche Schaaren rationaler Gurven besllzen 
[Math. Annalen, III, 1870, p. 164). 

Zur théorie der eindeutigen ebenen Transfbrihationen (Èiath. Annaleny 
V, 1872, p. 635). 

RosANEs. — Ueber diejenigen rationalen Substitutionen welche ratio- 
nale Umkehrung zulassen (/. C. LXIII, 1871). 

Glebsch. — Zur théorie der Gremona'schen Transformationen (Math. 
Annalm, IV, 1871, p. 490). 

Samuel Roberts. — On professor Gremona's transformation between 
two planes (P. L., IV, 1872, p. 121). 

Depuis lors, les traosforttlfttibtis géométritiues ont fait Tobjet de 
recherches extrêmement multipUées; sans vouloir entrer ici dans un 
essai de nomenclature sur ces travaux, voici, k litr(3 de renseignement, 
une liste assez étendue, mais encore très incomplète, de ceux d*eotreeUx 
qui ont 6té publiés dans ces dernières années. 

Bertini. — Sopra una classe di transformatioui univoche involutorie 
(Annali di mathématica, t. VIII, 1874, et B. A/., 2"* série, t. I, 1877. 

L. Gremona. — 10 An Example of the method of deducing a surface 
from a plane figure (Trans. Royal Soc. Edinb.^ 1884). 

2* On a geometrical transformation of the fourth order in space of three 
dimensions, the inverse transformation being of the sixlh order. 
[Trans. Royal irish Acad., 1884). 

3" SuUe trasformazioni razionali nello spazio. {Annali di fhatematica^ 
série 2, t. V). 

4** Sopra uua trasformazione del sestô grado dello st)aHo a tre dirUen- 
siôni la oui inversa è del 5« grado (P. L., i884). 

T. -A. HiRST. — lo Ou qùadric transformation (Q. /., 1881). 

^ On Gi-emonian cdngruences (P. L., V, XIV, 1883). 

3" On fcotigruences df thè Third Order and Glass (P. L., 1883). 

Le Paige. — Sur quelques transformations géométriques unifornies. 
Bulletin de VAc. de Belgique, 1882.) 

P.-H. SCHOUTE. — 1*» Application de la transformation par droites symé- 
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VARIÉTÉS 



SUR LES FONDEMENTS DU CALCUL ^ 

INFINITÉSIMAL 

Par M. G. M ilhaud^ professeur de Mathématiques spéciales 

au lycée du Havre. 



Il n'y a pas bien longtemps que d'Alembert disait à qui 
voulait apprendre les mathématiques : « Allez de l'avant, 
la foi vous viendra, » et, aujourd'hui encore, il n'est pas rare 
de rencontrer, çà et là, des traces des incertitudes passées 
sur la rigueur de l'analyse infinitésimale. Maintenant que 
le calcul différentiel ainsi que la théorie des suites infinies 
sont nettement entrés dans le programme de la classe de 

triques à un problème de Steiner [BuUeUn de Darbottx, 2' série, t. VII, 
1883). 

2» Sur deux transformations géométriques uniformes. (A, F, Congrès 
de Rouen, 188i). 

S*" Sur la construction de courbes unicursales par points et tangentes 
{Archives néerlandaises^ t. XX, 1885). 

4° Wskundige OpgaveUj t. 2, p. 240, problème 148. 

5" Over een paar met elkaar samenhangende involutorische birationeeio 
transformaties (Nieuw Archief voor Wiskunde^ t. IX; B. M., 1886). 

I.-S. Vanecek. — 1® Sur Tinversion générale {Comptes rendus, 1882', P. 
L., 1882). 

2° Explication de la transformation par rayons vecteurs réciproques. 
[A. F. Congrès de Rouen, 1883). 

3» Sur la transformation des figures polaires réciproques [Mém. Soc. Se, 
Liège, t. XII). 

I-S. et M.-N. Vanecek. — Sur un mode de transformation dans l'espace 
[Comptes rendus, 1882 et 1883)* 

R. Sturm (de Munster). Beispiele zu den Cremona'scben ebenen Trans- 
formationen {Mathem, Ann., t. XXVI). 

A. Pepoli. Sopra un problema délie trasformazioni Cremoniane {Alti 
del CoUegio degli Ingegneri et Arch. di Palermo, 1884). 

F. AscfliERi. La trasformazione quadratica doppia di spazio e la sua 
applicazione alla geometria dello spazio non euclideo [Rend. Istit. Lomb,, 
1881). 

G. DE LoNGCRAMPs. 1« Étudc dMuc transformation réciproque (/. S. 1882 
pp. 49, 77, etc.). 
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Mathématiques spéciales, on ne jugera peut-être pas inop- 
portun de rassurer complètement nos débutants : c'est à eux 
que s'adresse cette étude. 

I 

Il est difficile de dire quel trouble a jeté dans le monde 
savant Tapparition du calcul infinitésimal de Leibnitz. D'un 
coup, il semblait qu'il s'agit de rompre avec la vieille rigueur 
des raisonnements mathématiques. Aux démonstrations d'Eu- 
clide, on allait substituer désormais une sorte de voltige 
ou de jonglerie avec des éléments qui ne répondaient à aucune 
notion exacte. Sans doute on réussissait ainsi : Leibniz et 
beaucoup d'autres à sa suite eurent bientôt montré la puis- 
sance de ce nouvel instrument de recherche, et, par de nom- 
breuses applications, prouvé son adaptation toute spéciale 
au monde physique. Mais ces beaux résultats ne pouvaient 
répondre aux objections qui s'élevaient de toutes parts. Les 
infiniment petits sont-ils, oui ou non, des êtres ayant une 
existence définie? — Ou bien faut-il voir en eux de purs 

2» Transformation plane des quadriques (/. S. i884, p. 193). 

M. d'Ocagne. l^Sarune transformation polaire des courbes planes [Jor* 
nal de Sciencias Jliathematicas e Astronomicas, 1883). 

20 Sur les transformations centrales des courbes planes [M, 1884, pp. 73 
et 97). 

De Jonquières. 1° Sur les transformations géométriques birationnelies 
d'ordre n {Comptes rendus^ 19 octobre 1885). 

2" Modes de solution d'une question d'analyse indéterminée qui est fon- 
damentale dans la théorie des transformations Gremona (Comptes ren- 
dus, 2 et 9 novembre 1885). 

G.-B. GocciA. l*' Formole analitiche per la trasformazione Gremoniana 
[Hendi Conti del Circolo Matematico di Palermo, 1884, 1885, 1886, pp. 2i,50). 

2« Sur les transformations géométriques planes birationnelies (Comptes 
rendus, 26 octobre 1885). 

3" Teoremi suUe trasformazioni Gremoniane nel piaoo. Ëstensione di 
alcuui teoremi di Hirst sulle trasformazioni quadratiche (Rendi Conti del 
Circolo,,. y p. Ii9, 7 février 1886). 

Neubebg. Sur le point de Steiner (J, S., 1886). Mémoire sur le létraèdre. 
(Mémoires de TAc. de Belgique, 1884). Wiskundige Opgaven, t. 2, p. 237, 
problème 148. 

Caset. On cubic transformations (Royal Irisch Academy, 1880). 

Dbwulf. Sur une transformation géométrique générale (A. E. N., 1886). 
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zéros? — Dans le premier cas, comment peut-on l^s négliger 
jamais, sans se laisser accuser de transformer les mathéma- 
tiques en science d'approximations? Dans le second cas, la 
distinction et la comparaison des infiniment petits deviennent 
choses illusoires... 

On se divise en partisans et adversaires des nouveaux 
calculs. On entasse d'un côté objections sur objections : Jes 
réponses ne se font pas attendre mais le débat reste ouvert. 
L'émotion est bien loin de se calmer. Le bruit que font les 
infiniment petits franchit les limites du monde savant, les 
Parisiens font sur eux une chanson, dit Montucla, et vont 
rire au théâtre aux dépens d'un mathématicien bien connu, 
le marquis de l'Hopilal, tout comme les Athéniens avaient ri 
jadis du géomètre Méton, mis sur la scène par Aristo- 
phane (1). 

Tout ce tapage venait-il de ce qu'une grande révolution 
se produisait dans les sciences mathématiques? N'était-il 
pas plutôt une simple conséquence de ce que la notion de 
l'infiniment petit avait de vague, de bizarre, et de presque 
mystérieux dans l'imagination du public, et dans l'esprit 
même des mathématiciens? Tous les premiers, par l'idée 
imparfaite qu'ils s'en faisaient, ils contribuaient à faire voir 
dans ces éléments a des êtres singuliers qui tantôt jouent 
le rôle de véritables quantités tantôt doivent être traitées 
comme absolument nulles et semblent par leurs propriétés 
équivoques tenir le milieu entre la grandeur et le zérQ, entre 
l'existence et le néant » (â). 

Le Hollandais Nieuwentyt ayant reproché à Leibniz de 
considérer comme égales des quantités dont la différence est 
infiniment petite, Leibniz eut manifestement quelque peine 
à se défendre. Sa première réponse oîi il appelait ses infi- 
niment petits des incomparables, et les assimilait au grain 
de sable, qu'on peut négliger près de la grandeur du globe 
terrestre, était bien plus faite pour troubler les esprits que 
pour les rassurer. La conception qu'elle donnait de l'infini- 

(11 Hœfer, (Histoire des Mathématiques), 

(2) Garnot (Réflexions swr la métaphysiqtte du calcul infinitésimal). 
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ment petit était d'autant plus dangereuse qu'elle était plus 
accessible à tous : elle se propagea rapidemei^t, c'est cpUe, 
par exemple, qu'on trouve développée très nettement, s^ns 
restriction, dans le dictionnaire de Trévoux. 

D'un autre côté, quelques-uns pensèrent que la rigueur 
mathématique exigeait, pour justifler la suppression d'un 
infiniment petit dans un calcul, une valeur rigpureusement 
nulle à cet élément. Newton avait déjà dit ; a II faut entepdre 
par la dernière raison des quantités évanouissantes, la raison 
qu'ont entre elles des quantités qui diminuent non pas avant 
de s'évanouir ni après qu'elles sont évanouies, mais au 
moment même oh. elles s'évanouissent. » 

Euler fit un pas de plus en déclarant qu'il faut voir dans 
les infiniment petits de véritables zéros. La méthode du 
calcul différentiel n'en devint ni plus claire niplus nette. 

Après tous les travaux du xviii° siècle, Lagrange juge qu'il 
est impossible d'atteindre la rigueur mathématique avec 
toute méthode fondée sur les infiniment petits, et il essaie 
d'établir dans la théorie des fonctions analytiques « les prin- 
cipes du calcul différentiel, dégagés de toute considération 
d'infiniment petits, d'évanouissants, de limites et de fluxions, 
et réduits à l'analyse algébrique des quantités finies. » Cette 
tentative, en substituant aux méthodes directes de Newton 
ou de Leibniz une voie détournée, qui devait conduire aux 
mêmes résultats, bien loin de clore le débat était une sorte 
de capitulation. Garnot dans ses Réflexions sur la métaphysique 
du calcul infinitésimal a semblé d'abord comprendre que toutes 
les difficultés apparentes venaient de ce que la notion de 
l'infiniment petit avait encore de vague, mais les éclaircis- 
sements qu'il a donnés sur ce point, si nets et si précis, 
n'ont pas suffi pour lui-même à détruire le fantôme de cette 
mystérieuse métaphysique. Il a voulu chercher dans les des- 
sous de la méthode ce qui la justifie, et a cru y parvenir 
en montrant que les erreurs introduites ne sont que provi- 
soires et doivent être finalement compensées puisque les infi- 
niment petits ne subsistent pas dans les résultats. En réalité, 
comme l'a très bien dit M. Ch. de Freycinet, c'est làune 
façon de prouver, de vérifier, et non d'expliquer une vérité. 
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Ainsi il faut avouer que si, pour avoir une idée nette de 
la méthode infinitésimale, on s'adresse aux inventeurs eux- 
mêmes des nouveaux calculs, ou à ceux qui, jusqu'au com- 
mencement de ce siècle, çn ont étudié la nature, on se sent 
bien mal à Taise après cette consultation. Mais aujourd'hui, 
qu'on ouvre les traités de Duhamel ou de M. Bertrand, et je 
me trompe fort ou on sera frappé d'une chose, non pas que 
la métaphysique du haut calcul est enfin expliquée, mais 
plutôt que le haut calcul n'implique pas une métaphysique 
spéciale (1). (A suivre,) 



QUESTION PROPOSÉE 



218. — On considère une strophoïde oblique S ayanf. 
pour point double le point 0. Les tangentes en out, pour 
bissectrices des angles qu'elles forment, deux droites A, A' 
qui rencontrent S, respectivement aux points P, P'. 

Démontrer les propriétés suivanles : 1° La projection de 
sur PP' est un point Q situé sur S; 2® le point Q', isotomique 
de Q sur PP' (c'est-à-dire symétrique de Q par rapport au 
milieu de PP') appartient à l'asymptote réelle de S; 3® cetle 
asymptote est parallèle à la droite qui joint au milieu 
de PP' ; 4® si du point comme centre, avec un rayon arbi- 
traire, on décrit un cercle A, les tangentes issues des points 
P^ P' à ce cercle se coupent en quatre points situés sur S. 

(G. l.) 

(1) L'Historique précédent n'a pas la prétention d être complet. Plus 
d'un livre paru au xviii* siècle porte déjà les marques d'une grande 
rigueur; mais, en tous cas, aucun n'avait pu exercer une influence 
suffisante pour dissiper le trouble des esprits. 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



IMPRIMERIE GB:ITRALK DBS CHEMINS DE FER. — IMPRIMERIE CHAIX, 
RUE BBROÊREj 20, PARIS. — 2374*7. 
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SUR LES FOCALES D'UNE SURFACE 

DU SECOND ORDRE 
CIRCONSCRITE A UNE QUADRIQUE DONNEE 

Par M. V. Hloux, professeur au lycée de Nantes. 

{Suite, voir p. 25). 



3. — Chacune des valeurs de X, racine de l'équa- 
tion (*) est une fonction des coordonnées du pôle 
du plan P et du paramètre K (1). — On peut d'après 
cela se proposer lo problème suivant : 

Problème. — Etant données une quadrique (E) el une surface 
homofocale (A), trouver une surface inscrite dans (A) suivant 
une conique (C) et admettant comme focale une conique (C) 
située sur (E), les plans P' et P des deux coniques ayant le mérae 
pôle par rapport aux deux surfaces. 

Prenons encore pour quadrique (E) un ellipsoïde, et soit 
(xj, j/i, Zi) le pôle du plan (P). La conique (G) est représentée 
par les équations 

a* b^ c« 

De même la conique (C) sera représentée par les deux 
équations 

a;* w* ^* 

A — ;- -4- —- — - H — ^ I :=: o, 

xx^ yy^ zz^ 

Une surface inscrite dans (A) suivant la conique (C) a 
pour équation : 

/Y>2 |i2 2* 

cp' = — ^ -^ -L + _L^ ^ I « KP'2 == G. 

^ a^ — l 6« - X c* — X 

(*) Si donc on se donne aussi la valeur de X on pourra déterminer 
la valeur de K. 
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Formons Téquation 

cp' + {jt.S — o, 
dans laquelle 

S rr: (a; - a)« 4- (î/ - p)^ + (^ - y)^ ^ O 

et exprimons, comme précédemment, que l'intersection de la 
surface inscrite et de la sphère de rayon nul se compose de 
deux courbes planes et nous aurons les trois conditions ; 

co\ y\ gj 

a* - X 6« - X c« - X I 

H 7T7 r: H 7-. TT - :^ = o, 



I + [jL(a« - X) I + (x(6» - X) ï + [x(c« - X) K 

~T~ "— — — — — ^— — •*- — — — — — ^— — — J 



a*-X4-- 6»-X4-- c^-X + - 

|i. |X (X 

a* 62 Y« 

1 S- 1 i I r::^ o. 

a« — X-4-- 6^* — X-h- c*-X + - 
1^ 1^ (^ 

Si dans les deux dernières équations on désigne par Xj 

j/, z les coordonnées courantes a, 6, y, on voit immédiatement 

que si on pose 

X = o d ou ij. =- - ♦ 

(X ' X 

ces deux équations deviennent celles de la conique (C). 

Pour cette valeur de [a, on trouve ; 

I Xxî , Xt/î , Xsi 

+ irm rr + 



K a\a^ - X) 6«(6« -- X) c\c* - X) 
La surface représentée par l'équation 

r Xxî Xyî - X;gî ir X- y- z- 1 

La«(a« - X) 6«(6» - X) c>(c« - X)jLa« - X 6« - X c« - X J 

- [^rm: ^ F^ + ^r^y - ^ J = o (ô) 

est par suite une surface inscrite dans (A) suivant la conique 
(C), et admettant comme focale la conique (G). 

Comme X est un paramètre arbitraire, on a ainsi obtenu 
l'équation générale des quadriques admettant comme focale 
la conique (C). 

Remarque. — Dans Téquation du premier paragraphe 

çp H- XS = o, 
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X est un paramètre du degré — 2 et si ou pose X = — ~ > 

la condition (i) détermine la valeur de K à laquelle corres- 
pond la surface circonscrite à (E) qui admet comme focale 
Tintersection de la surface 

^ ' - I -^ G 



a> -A» b» _ A« c« - h* 
et du plan 

a« _ A« ^ 6« _ A» ^ c« - /il 

En se reportant à la question inverse qui précède, on peut 
donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — S/ deux surfaces homo focales du second degré 
sont coupées par des plans P et P' de même pôle suivant des 
coniques (G) et (C), on peut toujours circonscrire, à fune quelcon- 
que suivant la conique qui s'y rapporte, une quadrique admettant 
comme focale Vautre conique, 

4. — Développons l'équation (5), par rapport à Tune ded 
variables, par exemple par rapport à a, et dans ce cas mul- 
tiplions les deux membres par (c* — X), nous obtenons 

r M lyi zh / ^t yy, v 

La»(a» - X) ^ 6«(6« - X) c«J 'Va« - X 6« - X /* 

en désignant par ^, une fonction entière d'oî, y et de z, indé- 
pendante de c' — X. 

Si maintenant nous faisons X = c', nous avons Téquation (6) 

■*• <5^ - ST^ - = °- <"' 

qui représente une surface particulière admettant (G) pour 
focale. 
Cette surface coupe le plan des xy suivant la conique* 
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qui est la focale de (E) située dans le plan des xy. 

Pour X = 6* et A = o*, on aurait deux autres surfaces pas- 
sant par les deux autres focales de (E) et admettant (C) pour 
focale. 

Soit B la surface représentée par l'équation (6), ou voit que 
chacune des surfaces (E) et (B) passe par une focale de l'autre. 
On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — Èiani données une conique (C) située sur une 
quadrique (A) et une focale (C) de celle quadrique, on peul tou- 
jours faire passer par (C) une quadnqus (k') admettant comme 
focale la conique (Gj. 

On peut observer que si (G) est une conique à centre, ce 
centre est nécessairement celui de la quadrique (A') et sou 
plan P un plan principal de cette quadrique. Les axes de (A') 
sont donc la normale au plan de (G) en son centre et les 
axes de cette conique. 

En cherchant les axes de là surface (A') dont l'un est 
connu en direction, ou obtiendra en direction, ceux de la 
conique (G). 

D'autre part, on pourra calculer directement la longueur 
de l'axe perpendiculaire au plan P; on connaîtra ainsi une 
racine de l'équation aux carrés des demi-axes de la surface 
(A'), ce qui permettra de calculer les deux autres racines. 

Ge calcul fait, on obtieodra facilement les longueurs des 
demi-axes de la focale en question. 

On a donc ainsi une méthode pour calculer les axes d'une 
conique à centre, placée sur une quadrique dont on connaît 
une focale. 

Nota. — On trouve encore d'autres propositions plus gêné* 
raies sur les surfaces homofocales dans une brochure de 
M. Darboux, intitulée: Sur les Théorèmes d'Ivorif, etc., publiée 
en 187'2, chez Gauthier-Villars. 
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QUELQUES QUESTIONS 



) ' 



RELATIVES A 1/ ETUDE DES POINTS INVERSES 
Par M. Emile liemoiue, ancien élève de TÉcole Polytechnique. 

(Sta'<e, voir p. 28.) 



5. — Trouver, dans le plan d*un hîangle ABC, deux points 
inverses Fc, F'c tels que la ligne qui les joint soit vue de chaque 
sommet sous le même angle, ou 

Trouver une conique insanité dans un triangle el telle que la 
ligne qui joint les foyers FeFc soit vue de chqque sommet sous le 
même angle. 

Joignons les trois sommets aux points F^, Fc et, pour con- 
struire la figure, supposons d'abord que les points Fc^'c soient 
à l'intérieur de ABC, que le quadrilatère F^FcBA soit convexe 




et que Fc soit situé dans Tintérieur du triangle F'^AC. 
D'après l'hypothèse, nous avons 

F'cAF. = F'.BFe ^ F,GF, , soit y cet angle. 
On a : 
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AFcB = i8o« - FeAB - FeBA :.: 1 80^ - ^-t^ - ^ "" *^ 

2 2 

i8o<> + G 



de même AF^'B = 



2 

i8o« + C 



mais étant le centre du cercle inscrit et Oc celui du cercle 
ex-inscrit tangent au côté AB, on a 

i8o« + G 



AOB =: ^ 



AB.O 



2 
i8o«-G 



2 
Donc les points A, Fc, 0, F'c, B, Oc sont sur la même circon- 
férence décrite sur COc comme di'amètre, dont Téquation est : 
cf — (a — 6)py + (a — 6)aY — cap = o. (4) 

A -Y 



Mais on a : FAG = 



2 
C- 



2 

A- C 



o 

A - G 



d'où F^AG - FeGA = 

on a, de même, F'cAG — É'cGA ~ 

2 

Ainsi Fc et F'c appartiennent au lieu des points K tels que la 

A — G 

différence des angles KAG et KGA soit égale à 

Ge lieu est une hyperbole équilatère qui passe en G, en A, 
en 0, et en Ot; elle a son centre au milieu de G A et son équa- 
tion est : 

(c — a)p* + 6pY — (c — a)aY — 6ap = o. (5) 

L'angle que la direction d'une des asymptotes fait avec 

CA est : 90® — ( ) • 

Fc et F'c sont donc déterminés par Tintersection des 
courbes représentées par les équations (4.) et (S). 
Si Ton retranche (5) de (4) il vient 

(P - ï) {iP - c)a + (a - c)p - cy) = o 
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la droite 

(b — c)a -4- (a — c)ô — cy = o (6) 

contient donc ausssi les points F,:, F'c. 

Gomme Fc et F\ sont de part et d'autre de CO qui est un 
diamètre du cercle (i) et que les angles Fe GO, F'c GO sont 
égaux, il est clair que la droite (6) doit être perpendiculaire 
à GO et que ¥c et F^ sont symétriques par rapport à GO. 

La droite (6) coupe GO^. en son milieu, c'est donc la dia- 
gonale du losange qui a pour autre diagonale GOe et pour 
direction des côtés : GB et GA. 

Eemarque. — Fc et F'c sont aussi sur Thyperbole équila- 
tère lieu des points K tels que 

KBC - KGB z:. 5jz:5 

2 

dont ré:[uation est 

(c — 6)a* — (c ~ 6)3y + aay — aa^ =: o. (7) 

Nous aurions de même deux points F,„ ¥\ qui seraient 
rintersection de la droite 

(c - 6)a - 6p 4- (a - 6)y = o (8) 
perpendiculaire élevée au milieu de BOj, et du segment capa- 
ble de décrit sur AG — segment contenant le point 

— et deux autres points Fa, F'o qui appartiennent à la 

droite 

— aa -h (c — a)p -+- (ô — û)y = o, etc. (9) 

Etudions les trois droites (6), (8) et (9). 
FfcF'b, FgF'c se coupent au point«,(c--6), — (c— 6)milieude ObOc 
F,F'„F,F'a - - -(a-c),6,(a-c) - OA 

FaF'«,F5F'5 ~ - (6-a),-(6-a),c — OaOt. 

Les coordonnées de o) milieu de GO^ sont c, c, (a 4- 6 — 2c). 

Pour que F^ et F'c existent, il faut que la droite (6) et le 
cercle (4) se coupent en des points réels; en éliminant y on 
trouve 

2c{a 4- 6) — a* — 6* — c* ± -— S v/2C — p 

P^ VP 

a 2{a — c)(b — c) 

la condition de réalité est donc 

« 

2C> p OU 3o > a + b. 
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Si Ton suppose (ce que nous ferons désormais) a>b>c, on 
aura évidemment 

3a > 6 4- c, donc F^, F'a existent toujours. 
On a aussi 

36 > a + c car cela peut s'écrire 2b "> a — b + c 
or a — b <^ c, 

donc. a — b -{- c < 2C, 

et comme 2/> > 2c on a, à fortiori 

2b > a — b -\- c. 
Donc F,,, ¥'u existent toujours. 
Fc, F'c n'existent au contraire que si 3c > a + /;. 
Cherchons la valeur de Tangle 

FoAF'e = FeBF', = FcCFe = y; 

nous avons dans ce qui précède les éléments nécessaires, mais 
il est plus élégant de chercher cette valeur directement, 
d'autant plus que cela constitue une autre méthode pour 
résoudre la question proposée. 

D'après la relation connue entre les sinus des angles que 
trois droites concourantes issues des sommets font avec les 
côtés d'un triangle, on a : 

sinACF,X8inGBF,xsinBAFe=sinFeGBxsinFeBAXsinFeAC 
ou 

. G-Y- B-^Y. A + Y . G-f-Y. B-Y- ^.-v 

sin sin sin = sin sin sin 

222 222 



ou 



,G Y .Y G .B-Y.A~Y 
sin — cos - — sin - cos — sin sin 

2222 2 2 



.G Y Y G .B4-Y.A-^Y 
sin — cos- + sin - cos— sin sin =- 

2222 2 2 

d'où, après transformations 

V p 
cos* ^ = -" 
2 2C 



et 



p — c 

cos Y ~ 



^ (c - a)[b - c)p 

cos C — cos Y — 1 

abc 
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si a, p sont respectivement les angles FaA^F'a, FtBF'b on a 

séc" — h séc* — + séc* — = 4 

2 2 2 

p — a p — b 

9 ^—7 — sont toujours plus petils que i ; 

p — c 

< I revient à 3c > a 4- 6. 

c 

On retrouve donc les résultats déjà obtenus au sujet de 

la possibilité du problème. 

On a toujours 

• » P «G 

cos* — = -i— < cos* — : 
2 2a 2 

donc Fa et F'a sont à l'extérieur du triangle. 

On a aussi 

fi p G 

cos* -i- = -~ < cos* — ; 
2 26 2 

donc Fb et F'b sont aussi à l'extérieur du triangle. 

On a 

90*» > FaAF'a = 1 80« - FaBF'a = 1 8o« - FaCF'a 

et 

90« > FbBF'b = iSqo - FbAFb == i8o« - FbCF'b. 
La conique inscrite qui a : 

Fa, F'a pour foyers est une ellipse toujours réelle ; 

Fb, F'*» — — hyperbole; 

Fc, F'c — — ellipse réelle si Ton a : 

a 4- 6 < 3c et imaginaire dans le cas contraire; elle est le 
cercle inscrit, lorsque a + 6 = 3c. L'équation de ces trois 
courbes est facile à obtenir; celle qui a Fc, F'c pour foyers 
par exemple, est 
a«(6 — c)»a* 4- 6Va — c)*^* -h c*y« — 2C*6(a ~ c)py — 2C*a(6— c)aY— 

2ab(b — c){a — c)ap = o, 
ou 

v/a(6 — c)a -h ^b(a — c)p 4- cy/y = o. 

(A suivre,) 
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GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE 

(ÉTUDE BIBLIOGRAPHIQUE ET TERMINOLOGIQUE) 

Par M. Emile Wigparlé. 

(Suite, voir p. 34). 



3. Points inverses (M, M,). — Étant donné un point M 
(x, y y z) dans le plan du triangle de référence, nous appelle- 
rons point inverse de M (*) et nous noterons par la lettre 
Mj (**) un point (a?,, j/,, z^) dont les coordonnées normales 
vérifient les formules: 

qui deviennent en coordonnées barycentriques : 

a« b* c* * 

Ces points sont ainsi dénommés parce que les coordonnées 
normales de Fun des points sont proportionnelles aux in- 
verses des coordonnées de l'autre . 

On a donné, des points inverses, un grand nombre de 
propriétés ; voici les principales (***) : 

(*) Les points inverses ont reçu dittérents noms : Ils ont été appe- 
lés points arguésiens et points conjugués isogonaux par M. Neuberg [M. 
1881, p. 154); points réciproques et points correspondants par M. H. Brocard 
(A. F. Alger 1881. Rouen 1883) ; points confocaux, par quelques auteurs 
anglais; points conjugués par droites symétriques, par M. Schoute. Ces 
dénominations ne sont plus usitées et le terme de points inverses créé 
par M. le colonel Mathieu (iV. A. M, 1865, p. 393) est aujourd'hui le 
seul employé. 

(••) Nous verrons en traitant des points réciproques (§ 7) la raison 
de cette notation. 

(***) On peut consulter sur les points inverses : 

Stkinkr. — (A. G. t. XIX, p. 37) Gesammerte Werke, t. 1; p. 191. 

J. A. Mathieu. — Etude de géométrie comparée {N. A. M. 1865, p. 393 
et suivantes). 

P. H. Schoute. — Bulletin de Darboux, 2— série, VI et VII ; Archives 
NÉERLANDAISES, t. XX : Sur la construction des courbes unicursales par 
points et par tangentes, 

J Neuberg. — (Af. 1881, p. 154). — Mémoire sur le tétraèdre (1884, p. 10. 

H. Brocard. — (A. F. Rouen 1883. Alger 1881.) 



\ 
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l^ Les droites qui joignent les projections orthogonales 
de deux points inverses sur deux côtés du triangle de réfé- 
rence sont antiparallèles par rapport à ces côtés ; 

2® Deux points inverses peuvent toujours être considérés 
comme les foyers d'une conique inscrite au triangle. Réci- 
proquementj toute conique inscrite dans le triangle de réfé- 
rence, a pour foyers deux points inverses; d'où Ton conclut 
que: 

Les projections orthogonales de deux points inverses sur 
les côtés de ABC, sont six points d'une même circonférence, 
ayant pour centre le milieu de la droite qui joint les points 
inverses considérés; 

3® La droite qui joint deux points et celle qui joint leurs 
points inverses sont vues des sommets du triangle sous des 
angles égaux ou supplémentaires; 

4® Les angles y, y sous lesquels un côté BG du triangle est 
vu de deux points inverses satisfont toujours à l'une des 
quatre équations: 

tg(ï ^ ï) =*= tg A = o. 

Construction des points inverses. — Pour construire le point 
inverse d'un point M, on prend les symétriques des droites 
AM, BM, CM par rapport aux bissectrices correspondantes; 
ces trois droites concourent au point Mj inverse de M. 

Les droites AM et AM„ BM et BM,, CM et GMj sont dites 
isogonales par rapport au triangle de référence (J. M. J^., 1886, 
p. 24S). 

A. MoRBL. — Etude du cercle de Brocard (/. E. 1883, p. 100-101.) 

E. Catalan. — Théorèmes et problèmes (6* édit. livre II, p. 52 et 53). 

G. DE LoNGCHAMPs. — Généralités sur la géométrie du triangle (J. E, 
1886, p. 110.) 

J. Casbt. — A Sequét to Euclid [^• édit. 1886, pp. 165-167.) 

E. ViGARiÉ. — Droites et points inverses (J. E, 1885, pp. 33-36, 54-60), 
76, 171, 224, 244, 248, 265, 267.) 

E. Lemoine. — Quelques questions relatives à l^étude des points inverses 
(/. S. 1887, p. 28). 

T. C. SiMMONS. — Companion to weekly problem papers, 1887. Dans cet 
ouvrage qui paraîtra très prochainement et qui est dû à MM. J. Milne, 
T. G. Simmons, R. P. Davis et Genèse, M. T. C. Simmons a résumé 
(chap. V, 40 pages), la géométrie du triangle avec beaucoup de clarté 
et une grande précision. 
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4. Points réciproques d'ordre p (M, Mj,). — Nous 
appellerons, avec M. de Longchamps (J. E. 1886, p. lOQ), points 
réciproques d'ordre p et nous noterons par les lettres M, Mj, deux 
points (a, p, y) («p, Pp, yp) dont les coordonnées vérifient les 
égalités : 

p désignant un nombre entier positif ou négatif. Nous allons 
étudier les différents points obtenus en faisant varier p (*). 

5. Points réciproques d'ordre zéro (M, Mo). — Si 
dans les formules (1) nous faisons p = o nous avons 

aao = ppo = YYo- ^ (2) 

Ce sont les relations qui lient les points réciproques pro- 
prement dits. Ces points, que nous désignerons par les lettres 
M, Mo (**), ont été imaginés par M. de Longchamps pour 
servir de base à une méthode de transformation nouvelle et 
il les a appelés points réciproques (Sur une nouvelle méthode 
de transformation en géométrie, A. E. iV., 1866, p. 321-323). Nous 
conserverons cette dénomination en convenant de dire points 
réciproques simplement, quand nous aurons en vue les points 
réciproques d'ordre zéro. 

Construction des points réciproques d*ordre zéro, — Pour 
construire le point Mq réciproque de M, on joint AM et Ton 
prend le point isotomique M'o de M', c'est-à-dire le point M'o 
symétrique de M' par rapport au milieu de BG. La droite 
ÂM'oOt les droites analogues issues des deux autres sommets 
de ABC concourent au point Mo cherché. 

Les formules (2) très simples qui lient entre eux les points 

(•) Pour la partie concerrianl les points réciproques deà différents 
ordres, on peut se reporter aux Généralités sur la géométrie du triangle, 
par M. de Longchamps (7. ^.,1886, pp. 109-114, 127-129.) 

(••) M. Neuberg avait proposé d'appeler points conjugués isotomiques 
(M., p. 150) les points réciproques d'ordre zéro; depuis, M. Neuberg 
s'est rallié à ce dernier terme. On appelle maintenant, comme l'a proposé 
M. de Longchamps, points isotomiques deux points qui, sur un même 
côté du triangle de référence, sont symétriques par rapport au milieu 
de ce côté. 
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réciproques, ont été retrouvées dans d'autres cas, notamment 
dans la transformation arguésienne de M. Saltel (*); mais la 
priorité nous paraît acquise à M. de Longchamps qui, au 
Congrès du Havre {A. P., 1877) Ta réclamée en sa faveur. 

Les points réciproques possèdent beaucoup de proprié- 
tés (**); nous indiquerons les principales en parlant des 
droites et des triangles associés à ces points. 

6. Points réciproques du premier ordre (M, M^). 
— Ces points qui n'ont pas encore été étudiés et dont les 
coordonnées barycentriques vérifient les égalités 

a b c 

ont été imaginés par M. de Longchamps (J. E., p. 112-114). 

Ccmsti^u^tion des points réciproques du pr^emier ordre. — 
/® Méthode de M. de Longchamps. — On joint AM et Ton fait 
passer une circonférence par les points A, M' et par le point 
ou la bissectrice extérieure de Tangle A coupe le cercle cir- 
conscrit à ABC. Cette circonférence coupe BG en un second 
pont- M\ (***). La droite AM\ et les analogues issues de 
B, C, concourent au point M^ réciproque du premier ordre 
de M. 

2^ Méthode de M. Neuberg (/. E. 4886, p. 113). — On prend 
sur AB et AC des longueurs AH, AR respectivement égales 
ou proportionnelles à BM', CM'. La droite qui joint A au milieu 
de HK et les deux analogues concourent encore au point M^ 
réciproque du premier ordre de M. 

7. Points réciproques du second ordre (M, Mg). — 

(•) On peut consulter Sur la transformation arguésienne: Philippin. 
(N. C. M. I. 1874-1875, p. 127). — Saltel. Divers Mémoires sur le pi^ndpe 
argttésien. {Mémoire in-S" de l'Académie royale de Belgique, t. XII et XIII). 

(•*) Voir sur ce sujet : G. de Longchamps. Sur une nouvelle méthode 
de transformation en géométrie (A. E. N. III, 1886, p. 321-325). Essai sur 
la géoméirie de la règle (/. E. 1885, pp. 61-66). Généralités sur la géométrie 
du triangle {J. E, 1886, p. IIO). — Schoute (B. M. (2) VI. 1882, p. 159), 
indique (§§ 11-12) la méthode de transformation par points réciproques 
et sa différence avec celle par points inverses. 

(***) Comparez avec la question donnée au concours général de mathé- 
matiques élémentaires (année 1885). 
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Les formules (1), pour p = 2, deviennent 

Elles montrent que les points M-, M^ ne sont autres que 
les points inverses dont nous avons indiqué la construction 
et les principales propriétés (§ 3). Bien que ces points 
rentrent complètement dans la théorie générale des points 
réciproques du second ordre, nous leur conservons, à cause 
de leur importance, le nom de points inverses et nous les 
notons par les lettres M, Mj. 

Nous allons indiquer maintenant, comment on peut con- 
struire le point réciproque, d'un ordre quelconque, corres- 
pondant à un point donné. 

(A suivre.) 



CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M, Neuberg. 

Sur le tracé des tangentes. — La construction de la tangente 
à certaines courbes, d'après la méthode de M. Godefroy (J, M, 
S. 1885, p. 200; Schoute, sur la construction de courbes unicur- 
5ate5J peut être généralisée dans les termes suivants. 

Soit M un point mobile, faisant partie d'une figure variable 
dont les points A, B,... sont assujettis à glisser sur les 
courbes fixes (A), (B), .. et dont les droites a, 6,... roulent 
sur des courbes fixes (a), (6),... Pour trouver, à un moment 
donné, la tangente à la trajectoire du point M, on peut sup- 
poser que les points A, B,... se déplacent sur les tangentes 
correspondantes des courbes (A), (B),. . et que les droites a, 
6,... tournent autour de leurs points de contact actuels avec 
les ligues (a), (6),,.. Dans ces nouvelles conditions, il arrive 
souvent que le point M décrit une conique. Si les éléments 
principaux (centre, foyers, asymptotes, directrice...) de la 
conique ne sont pas immédiatement connus, on détermine la 
tangente en M en cherchant, soit quatre nouvelles positions 
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du point M sur la conique, soit deux positions de M et les tan- 
gentes correspondantes. 

Prenons, par exemple, la Kreuzcurve traitée p. 202 (*).Pour 
trouver la tangente en M, nous faisons tourner la droite PQ 
autour du point [x considéré comme fixe. D'après un théorème 
assez connu, le point M décrit alors uoe hyperbole dont les 
asymptotes sont les parallèles à OP, OQ, menées par (x ; donc 
la tangente en M est symétrique de la droite M(x par rapport 
à MP. Pour raisonner directement ^ on observera que la droite 
mobile autour de jjl détermine sur OP, OQ, deux divisions 
homographiques; donc les droites PM, QM sont les rayons 
homologues de deux faisceaux homographiques dont les som- 
mets sont les points Yqq , Xq© à Tinfini sur OQ et OP, et le lieu 
de Q est une conique passant par Yqq , X^q. Les tangentes en 
ces points (ou les asymptotes) sont les positions des rayons 
PM, QM qui correspondent aux cas oh M est confondu avec 
Yqo ou Xoo ; ce sont donc les droites (jlYqc et [iX^ . Nous 
connaissons ainsi trois points M, Yqq, Xq© de la conique et 
les tangentes aux deux derniers points. Le triangle MYqq X^i 
doit être homologique avec celui des tangentes en ses sommets, 
ce qui permet de construire la tangente en M. 

Sur la détermination du point de contact d'une droite mobile, 
avec son, enveloppe. — Le principe énoncé ci-dessus s'applique 
aussi à ce nouveau problème. Gomme application, nous choi- 
sissons l'exemple de la page 201 (voir la figure). Lorsque le 
point M, au lieu de glisser sur U, se déplace sur la tangente 
TMT (T' désigne le point de rencontre avec OY), la droite PQ 
enveloppe une parabole louchant OX en T, OY en T'; par 
conséquent, les droites PT', QT et celle qui joint au point 
de contact (x de QP avec son enveloppe, concourent en un 
même point (**). 

Au lieu de se baser sur une propriété connue, on peut 
observer que les points M, P, Q marquent sur MT; OX, OY 



(• ) Le lecteur est prié de se reporter à la figure de la p. 202 {Journal, 1886). 

(••) La lettre de M. Neuberg est antérieure à la publication de la note 
de M. d'Ocagne sur ce problème (/. M. S, 1886, p. 256), mais le défaut 
d'espace nous a empêché de la publier plus tôt. G. L. 
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des divisions homographiques semblables; doncPQ enveloppe 
une conique touchant OX, OY aux points qui correspondent 
au point considéré comme une position particulière de Qou P. 
On peut encore résoudre la question au moyen de la règle 
suivante qui est la corrélative de celle de Roberval ou de 
celle du quadrilatère des vitesses : Si Ton connaît les vitesses 

Aa, B6 de deux points 
A, B, d'une droite mo- 
bile d, cherchez-en les 
corpposantes AA', BB' 
"^-^ \ normales à d; la droite 

c A'B' coupera d en un 
point C qui est le point 
de d avec son envelop- 
pe. En effet, le dépla- 
cement infiniment petit 
de d résulte d'un glis- 
sement de cette droite 
sur elle-même et d'une 
rotation autour de son 
point de contact avec l'enveloppe ; donc les extrémités des 
composantes, normales à d, des vitesses de ses différents 
points sont sur une droite passant par ce point de contact. 
Cette conclusion n'est pas infirmée, lorsque les points con- 
sidérés A et B n'ont pas une distance invariable; car dans 
ce cas, il faut leur supposer sur d une vitesse de glissement 
indépendante de celle qui résulte du 'glissement général de d. 
Appliquons cette règle à la courbe de la page 201. Si la 
vitesse de M sur U est représentée par MT, les composantes 
M? (ou QO) et PT figurent les vitesses des points Q et P, qui 
déterminent la droite mobile PQ. Soient QQ' et PP' les pro- 
jections de QO et PT sur les perpendiculaires élevées en Q et 
P sur PQ; la droite QT' détermine le point cherché [x. 

Sur la détermination du rayon de courbure. — Soit M un 
point décrivant une courbe (M). Supposjns qu'on parvienne 
a déterminer la vitesse MM' de ce point sur sa trajectoire, 
ainsi que la vitesse Aa d'un point A de la normale. Alors, si 
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AA' est la projection de Ao sur la perpendiculaire élevée en 
A sur MA, le point de rencontre a> des droites MA, M'A' sera 
le centre de courbure de la courbe (M); car c'est le point de 
contact de la normale MA avec son enveloppe. 

Il arrive souvent qu'avec la vitesse de M, on connaisse aussi 
la vitesse Ce d'un point G de la tangente MM'. Dans ce cas, 
soit ce la composante de Ce perpendiculaire à MG; les 
droites Mw, MG ayant même vitesse angulaire, les triangles 
toMM', MGG' sont semblables, d'oîi Ton conclut que M'w est 
perpendiculaire à MG'. 

Appliquons c^s notions à la Kreuzcurve Représentons par 
jjlP la vitesse de \x sur la circonférence 0; Tangle [xOP figu- 
rera la vitesse angulaire 
delà normale 0;x(*). Me- 
nons par |x une perpendi- 
culaire PiQi à OP; l'angle 
PjjlP^ indiquera la vitesse 
angulaire de la tangente 
PQ. La rotation dePQ au- 
tour de [JL communique aux 
points P,Q des vitessea 
PPi> QQi perpendiculaires 
à PQ et limitées à QiuPj ; 
mais ce ne sont la que des 
composantes des vitesses 
totales de P et Q dirigées 
suivant OP etOQ. Donc il 
reste à tirer P^P, et Q^Qj 
parallèles à PQ, pour avoir 
les vitesses totales. Les 
points P et Q entraînent 
avec eux les droites PM, 
QM; il résulte de là que la vitesse de M est la diagonale M/ 
du rectangle construit sur les droites MN = PP„ Nf = QQj. 
On voit facilement que QQj =:: OQ et que M»/, passe par P^; 




(•) Il serait plus exact de dire que la vitesse angulaire est mesurée 
par tang «a OP. 
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clone M/, parallèle à PN est symétrique de MP2 par rapport 
à MF, et Ton pourrait encore obtenir la tangente en M en 
prenant PT ^ PP^ et joignant M à T. 

Déterminons maintenant la vitesse angulaire de la tan- 
gente Mt, ou celle de la droite Ma qui lui est égale. Nous 
connaissons les vitesses |^.P, M^ de deux points de Mu; 
soient j^tx^, MM^ leurs projections sur des perpendicalaires 
à M{jL, et s le point de rencontre des lignes [x^Mi, [xM. e sera 
le point de contact de la droite Mfji. avec son enveloppe, et 
l'angle (xstxi indique la vitesse angulaire de Mjjl. Donc si Ton 
fait l'angle M/cd ou MTo) égal à six^jx , le second côté de cet 
angle coupe la perpendiculaire élevée en M sur T^ au centre 
de courbure to de la Kreuzcurve. 

On voit facilement que il\l^ égale la hauteur MI du triangle 
MNP (ou celle de MPP^), et que MMj est le double de cette 

hauteur. Par conséquent y.z = - eM; ce qui conduit à ce 

théorème assez curieux ; 

Les droites qui joignent les points correspondants* de la 
Kreuzcurve et du cercle générateur 0, sont divisées dans un rap^ 
port constant 2 : i par leur enveloppe. 

Pour construire le point co, il suffit de mener MI perpen- 
diculaire à NP, de prendre sur MT une longueur MH = - Mj/. et 

d'abaisser la perpeiidiculaire T(o à la droite IH. 
La longueur du rayon de courbure est donnée par la formule 

MT.MjA 



Mo) = 



3MI 



Extrait d'une lettre de M. H. Brocard. 

Voici, au sujet du folium double (J. M, S, 1886, p. 2Si) et 
du trifolium droit [ihid. p. 2d4) quelques remarques très 
simples ; j'ignore si elles sont nouvelles. 

Ces deux courbes sont les podaires de deux points de Taxe 
d'une hypocycloïde à trois rebroussements. 

Cette propriété est une consé(juence de la définition géomé' 
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trique de cette hypocycloïde comme enveloppe d'une droite 
obtenue en menant, de chaque point A d'une circonférence, 
une droite BAB' faisant avec un diamètre fixe 0GB le môme 
angle que la corde OA. 

Le point de contact M de la droite BAB' avec son enveloppe 
s'obtient en projetant sur BAB' l'extrémité R du rayon GA 
prolongé d'une longueur AD double de AG {Bulletin de la 
SodéU math, de France, t. 1, 1873, p. 224-226), 

Le cercle G est tangent intérieurement à l'hypocycloïde ; 
0GB est un axe de symétrie de cette courbe, et si l'on prend 
OF = 2. OE = 4. OG = 4a, le point est son sommet, G son 
centre, et F un point de rebroussement. 

Gela posé, le folium double N est la podaire du point 0, 
et le trifolium droit N' est la podaire du point E. 




Joignant N et N' au milieu de OM, on a la normale à ces 
podaires en N et N'. 

La figure 108 (*) se transforme alors ainsi, et le point N 



{*] Journal, 1836; p. 251. 
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s'obtiendra en menant OD perpendiculaire à AC, puis DN 
parallèle à OY, jusqu'à sa rencontre avec BAB'. 

De même, la figure H2 (*) pourra être ainsi modifiée: projeter 
M en D sur 00' et mener DN perpendiculaire à CM, jusqu'à 

sa rencontre 
avec O'M, ou re- 
couper O'M par 
un arc de cercle 
ayant D pour 
centre et DM 
pour rayon. 

Ces iudications 
suffisent pour la 
^"solution complè- 
te de la question 
346 que j'ai pro- 
posée dans Ma- 
Ihesis (Etudier 
les podaires 
d'une hypocycloïde à trois rebrousscmcnls, le point fixe étant 
pris sur Tun des axes de l'hypocycloïde, t. IV, 1884, p. 143). 

Je ne puis affirmer 
qu'elles ajoutent quel- 
que chose au paragraphe 
cité do votre Traité de 
Géométrie analytique (p. 
512), ni aux résultats 
que vous avez réservés 
au §130 (/oc. Ci7., p. 281). 
Je vous les communi- 
que donc, à tout hasard. 
Enfin, le tri/biium équilitéral, podairo du point G, donne 
lieu à une remarque intéressante. Cette coiirbe est formée de 
trois boucles égales, et les extrémités A'A" de deux cordes 
rectangulaires C'A, CA" sont à une distance constante A'A'' 
égale au rayon AC (propriété évidente). 





(*) Journal, 1886; p. 254. 
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VARIÉTÉS 



SUR LES FONDEMENTS DU CALCUL 

INFINITÉSIMAL 

Par M. O. Milhaitd, professeur de Mathématiques spéciales 

au lycée du Havre. 

(Suite^ voir p. 44.) 



Il 

L'iiiliuimeut petit u'tst lii une (juaulité déterminée, ni un 
zéro, mais une variable qui tend vers zéro, en restant con- 
stamment inférieure à une quantité donnée e aussi petite 
que Ton voudra. C'est un cas particulier de la variable qui a 
une limite. Les infiniment petits qui interviennent dans les 
applications du calcul diflerentiel sont les variations de cer- 
luines grandeurs, ou, comme on dit, les accroissements positifs 
ou négatifs de ces grandeurs. Quand on veut étudier la 
loi d'un phénomène quelconque, il est souvent commode 
de donner aux variables d'oîi dépend le phénomène des 
accroissements finis, de chercher une relation entre eux, et 
d'en déduire, en les faisant tendre vers zéro, celle qui relie 
les éléments du phénomène lui-même. Cela revient en somme 
à se placer, pour résoudre un problème, dans des conditions 
différentes de celles que définit l'énoncé, mais qui, suivant 
la loi de varialion continue des éléments qui interviennent 
dans la question ont pour limites celles du problème. 

La relation a établir entre les accroissements finis des 
variables est une question qui peut présenter telle ou telle 
difficulté, mais qui en tous cas rentre dans le cadre de l'al- 
gèbre élémentaire. Le calcul différentiel donne un ensemble 
de notations et de règles générales permettant d'en déduire 
le plus rapidement et le plus simplement possible ce qu'on 
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peut appeler la relation limite, en ce sens qu'elle répond au 
cas limite de celui qui a fourni la première relation. 

Prenons un exemple. Soit à déterminer la tangente en un 
point M d'une courbe. C'est, par définition, la position limite 
d'une droite lournant autour du point M de façon qu'un deu- 
xième point de rencontre avec la courbe M' se rapproche 
indéfiniment du premier. A la tangente substituons une 
sécante voisine, MM', c'est-à-dire une droite faisant avec la tan- 
gente un angle infiniment petit. (Gela ne signifie pas un angle 
tout petit, moindre par exemple qu'un millième de seconde, 
encore moins un angle nul, mais un angle variable qui va 
tendre vers zéro) . 

Un point M de la courbe sera défini, pour simplifier, à 
l'aide de deux axes rectangulaires ox, oy^ par son x, OP, et 
son !/, MP; et la courbe elle-même sera définie par une rela- 
tion donnée entre l'a; et l'y d'un quelconque de ses points. Si 
un mobile qui la décrit passe de M en M', son x augmente 
de PP' ou de MQ, son y augmente de MQ. a désignant l'angle 
que fait la droite mobile MM' avec la parallèle à ox Mx\ le 
triangle rectangle MM'Q nous donne 

M'Q = MQ.tga 
M'Q, MQ, les accroissements des éléments a; et y se dési ■ 

gnent par ^x, ^y. La relation 
précédente s'écrira donc 

Ay — Ax.tga 
ou 

ày 




tga = 



Ax' 



Lorsque £ix tend vers zéro, 
c'est-à-dire lorsque M' se rap- 
proche indéfiniment de M, ày 
tend aussi vers zéro si la fonc- 
tion y est continue; l'angle a a pour limite l'angle a,j que fait 

Aw 
la tangente avec Ma?'. Supposons que le raport --^ ait une 

i^X 

certaine limite K, nous écrirons, pour déterminer a^» la rela-»- 

tion 

tgai = K* 
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Ainsi, soit y = ce", réquation de la courbe, nous trouverons 

igOL^~ 2X (*). 

Reprenons maintenant le même problèmtî, et, sans rien 
changer au fond de la solution, tachons d'introduire le lan- 
gage du calcul différentiel. Nous avons trouve : 

At/ = tga.Aa:, 
tga, ayant pour limite tga^ peut se désigner par tga^ + e, 
e étant alors une variable qui tendra vers zéro. La relation 
précédente devient 

Aj/ = (tg a^ + e)àx 
ou, en appliquant à notre exemple, 

2x^x -h Ax' = tg ai . Aa? 4- s,^x (A) 

Si, pour essayer d'en tirer « la relation limite », on faisait 
simplement tendre Aa; vers zéro, on obtiendrait zéro pour la 
limite de chaque expression, et on serait conduit à écrire 

GO, 

ce qui est juste évidemment, mais n'apprend rien. 

Mais considérons attentivement la composition des deux 
membres de (A). Dans le premier, figure la somme de deux 
infiniment petits 2X^x et àx^ de nature essentiellement dis- 
tincte : le rapport du premier à Aa?, ou 2a;, n'est plus un infi- 
niment petit, tandis que le rapport du second k Ax, ou Ax est 
encore un infiniment petit. Le second membre est composé 
de la même manière. 

Dès lors, si on forme les rapports à ^x des deux membres 
de (A), et qu'on en cherche la limite, les éléments Aoî* et 
e.Ax ne donnent rien, et en écrivant que les limites sont 
égales, on aura 

2X = tga^. 

Mais alors, on le voit, il était plus simple, au lieu d'écrire 
l'égalité (A); d'écrire seulement 

2xAx — tga^.Ax (B) 

Cela revient à prendre tout de suite l'angle «^ qui corres- 



(*) £q demandant de déterminer la position de la tangente à une 

courbe en un point, on suppose que la tangente ou la position limite de 

la sécante variable existe. Cette existence est démontrée précisément 

Ali .. 

par le fait que — ou tg a, et par suite a, a une limite. 
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pond à la tangente, à la condition de substituer en même 
temps à Al/ l'élément 2X,^x. Cet élément est la différen- 
tielle de ij. On voit qu'elle en est la définition : Taccroissement 
Aj/ qui correspond à Taccroissement Ax de la variable arbi- 
traire est la somme de deux parties : Tune, dont le rapport 
à Aa? ne tend plus vers zéro, l'autre dont le rapport à Ar est 
encore infiniment petit. C'est la première qui est la différen- 
tielle. Un calcul élémentaire dont on peut avoir quelque idée 
par l'exemple précédent donne les différentielles des diverses 
fonctions de x. Ainsi d'une manière générale, on établit que 
x" a pour différentielle wic"~*Aa;; en particulier, celle de x* 
est 2xAa. La différentielle de y se représente par le symbole 
dy. Si on remarque que, d'après la définition même, la diffé- 
rentielle de X coïncide avec l'accroissement de x, ou que 
Aa? — dx, la relation (B) peut s'écrire 

dy — tgx,.'/;r. 
Et nous avons là ce qu'on appelle une équation différentielle. 
C'est la relation entre les différentielles, au lieu delà relation 
entre les accroissements. C'est celle qu'un mathématicien 
eût écrite immédiatement, et voici enfin, en deux mots, le 
raisonnement tel que l'eût donné la méthode de Leibniz ; 

La tangente est la droite qui joint doux points infiniment 
voisins M et M'. Soit aj l'angle qu'^clle fait avec Ma;', le 
triangle M'QM donne 

M'Q-tga,.MQ 
ou dy = igoi^.dx. 

Si î/ — a% dy = 2xdx\ on a donc finalement 2X — tga^. 

Au fond, on le voit, il n'y a là qu'un langage nouveau 

pour une suite d'idées toutes naturelles. 

{A suivre.) 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGCHAMPS, 
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SUR LA RESOLUTION TRIGONOMÉTRIQUE 

DE l'Équation a;^ + pa? + 9 = o. 

Par M. B, Miewenglowikl. 



Ou vérifie, dans tous les cours de mathématiques spéciales, 
que, p etq étant réels et satisfaisant à la condition 

!)■-(!)'<«. 

les racines de Téquation 

x^ -h px -h q = 0, (1) 

sont proportionnelles à celles de Téquation 

3 b 

x^ — X — = , m 

44 ^ ^ 

dans laquelle b désigne un nombre compris entre — i et 
-h I. 

Je me propose de donner, de cette proposition, une démon- 
stration à priori. 

Soient x^,x^, x^ trois nombres réels, inégaux et vérifiant la 
condition 

£Ci 4- aîa -h Xj = 0. (3) 

Ces nombres sont les racines d'une équation de la forme (1). 
Traçons deux axes rectangulaires x'x, \jy\ et, en supposant, 
pour fixer les idées, x^ et x^ positifs, prenons OA = aji, 
OB = Xj, OC = a?,, puis menons les droites AA', BB', GC 
parallèles à y'j/. Gela posé, on sait construire un triangle équi- 
latéral ayant ses sommets sur trois droites parallèles, et Ton 
peut se donner arbitrairement la position d'un sommet. Dans 
ces conditions, le problème a deux solutions, et le centre de 
chacun des triangles. obtenus est, à cause de la relation (3), 
situé sur /j/. Il est évident qu'on peut, dès lors, se donner, 
sur cette droite j/'j/, la position du centre et déterminer deux 
triangles é^uilatéraux PQR, PiQiRi symétriques par rapport 
à l'axe des x. 

Cela fait, construisons un triangle P'Q'R' homothétique au 
triangle PQR et inscrit à un cercle de rayon égal à Yunité, 

JOURNAL DE MATH. SPÉG. — 1 887 . 4 
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Si l'on fait la même transformation pour le triangle Pj Q, Ri, 
on obtiendra un triangle symétrique de P'Q'R' par rapport 
à l'axe des ce. Il est évident que le triangle P'Q'R' et son sy- 
métrique correspondent à une équation de la forme (2). Si a 



y. r 



déaignel'angle de OP (par exemple) avec ox, les distances d 
sommets P', Q', R' à y'y sont, respectivement, 

COS., cos(. + ^"). co, (. + «!). 

ou, on poBant Su = a, 



et, par suite, 

X, = A COS - 1 



<-*i> 
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Si donc on prend b = cos a, les racines de l'équation (1) 
seront proportionnelles à celles de Téquation (2). 

Mais il convient de remarquer qu'on aurait pu construire 
le triangle P''Q"R'', homothétique inverse du triangle PQR; 
dans ce cas, il suffit de remplacer a par a — t: et de prendre 

h'- h y_2£-_0P _ , 

OP' ~ OF - 
On retrouve bien ainsi, par des considérations de géomé- 
trie élémentaire, toutes les circonstances que présente le 
calcul. 

On peut encore remarquer que le rayon R du cercle cir- 
conscrit au triangle PQR est déterminé par Téquation 

2 


ce qui donne R* =— -^, et, par suite, 





=/-?• 



NOTE SUR L'INTÉGRALE DÉFINIE 

- I a: \/x{a — œ)dx 

Jo 

Par M. fl» Berthon» élève de Mathématiques spéciales au Lycée de Lyon. 



Dans le numéro de décembre 188S de ce journal (p. 279), 
à propos de la quadrature des pyriformes. M. deLongchamps 
évalue géométriquement l'intégrale définie 

T l ^ \/x{a — x)dx. 

* 

Nous nous proposons ici de la déterminer analytiquement. 

Le produit x{a — x)yX variant de zéro à a, est positif, part 

de zéro, croît, puis revient à zéro, sa valeur maximum étant 

d'ailleurs — pour x - - • Je puis donc poser : 
4 -^ 
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x(a — X) = — sîn" cp; 

4 
Y variant de o à tt, quand x varie de o à a. 

De (1), on tire 

X = -[i ± cos <p] dx = qi " sin ça^p. 



(1) 



On a donc : 



- / ce yjx{a — 



x)ix 






COS cp]rf<p. 



«P 



Or, 

/ sin* «p (i ± cos <p)d(p = / sin* cpd<p ± / sin* ç cos <pd 

/•i — cos 2cp , ^ /• . , , . 
— / 1 rfip ± I sm* cpa sin cp 

© I . ^ sin' cp 

= sin 2cp ± — —-^ + c. 

24 3 

Déterminant la constante c de façon que Tintégrale s'an- 

^ nule pour cp = o; on 

trouve c = o. 

Nous aurons donc, 

finalement, 

- 86 j '^^ ^ 




B [l±COS(p]d(p=:q: 



-KW 



Prenant le signe 4-, 
et doublant pour 
avoir Taire de la cour- 
be toute entière, nous 
avons, pour Texpres- 
sion de Taire des 



•pyriformes, la quantité -^ (*) 



(•) J'ai dit. par erreur (p. 280; 1. 24) 
trouve ici M. BerthoQ. 



; il faut lire -rr-f comme le 



26 



G. L. 
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Cette quantité peut s'écrire Ttf -) • — » ce qui démontre que 
la surface de la pyriforme s'obtient en multipliant celle du 
cercle par le rapport -r- Si on suppose a = 6 on retrouve le 

théorème démontré géométriquement par M. de Longchamps. 

Remarque. — L'angle <p qui m'a servi dans l'intégration précé- 
dente a une signification géométrique très simple. Considérons 
un point de la pyriforme; soient x son abcisse, MP son ordon- 
née, M' le point oli cette ordonnée rencontre le cercle; on a : 

MT^ = x{a - x) 
et M'T = - sin M'OB, donc M'OB = ç. L'angle <p n'est autre 

que l'anomalie excentrique du point du cercle ayant même 
abscisse que le point correspondant de la pyriforme. 



GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE 
(ktude bibliographique et terminologique) 

Par M. Emile ¥igarl6. 

[SuiiBt voir p. 58). 



8. — Problème I. Sachant trouver le point Mp, réciproque d'or- 
dre p de M, construire le point M_p réciproque d'ordre — p de M. 

On prend : 

1® Le réciproque Mo de M ; 
2® Le réciproque Mo,p d'ordre p de Mo 
3® Le proint réciproque Mo,p,o de Mo,p. 
Le point Mo,p,o9 ainsi obtenu, n'est autre que le point M-p 
cherché. 

9. — Problème IL Sachant trouver le point Mp réciproque d ordre 
p de M, comtPuire le point Mp+, réciproque d*ordre (p+2) de M. 

On prend: 
l^ Le réciproque Mp,o de Mp; 
2® Le point inverse Mp,©,, de Mp,«. 
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Le point Mp,o,« est le point réciproque Mp+, d'ordre (p ■+- 2) 
cherché. 

10. — Problème général. Construire le yoint réciproque M p 
d'ordre p quelconque (positif ou négatif) correspondant h un point 
donné M. 

Nous savons construire directement les points réciproques 
d'ordres o, i , 2 ; en appliquant le problème II aux points 
réciproques d'ordre o ou 2, nous obtenons tous les points réci- 
proques d'ordre pair; en l'appliquant aux points réciproques 
du premier ordre, nous avons les points réciproques d'ordre 
impair. Le problème I donnant les points réciproques d'ordre 
négatif, nous pouvons donc construire facilement les points 
réciproques d'un ordre quelconque. 

11. Coordonnées des points réciproques d'ordre 
quelconque. — Les coordonnées barycentriques d'un 
point M étant (a, p, y) celles des points Mo, M^, Mj..., Mp réci- 
proques des différents ordres seront respectivement : 

/! 1 i\ (a h c\ fa^ 6* c*\ /a? b^ cP\ 

On voit immédiatement qu'on peut obtenir les points réci- 
proques d'ordres pairs positifs et négatifs en partant de M et 
en prenant alternativement le point réciproque et le point 
inverse du point précédent; on a, en effet; 

Mo, 2, 0, 2, ^^ M_4 Mo, 2, 0, 2, 0, 2, ^^ M_8 
M2. 0, 2 = M^ Ma, 0, 2, 0, 2 = Mg. 

En général (*) . 

Mo, 2, 0. 2, 0, 2..., =^ M_2p Mj, 0, 2, 0, 2, 0..., 2 = M2p. 
D'une manière générale on a : 

! quand le nombre 
des transformations 
est impair: 
mm,»,p...,ç,r,5 — 'j . quand le nombre 

Mo,«-r+7-...,±pqFn±m^ dos transformations 

est pair. 



(•) Comparez : J. Neuberg, Mémoire sur le tètraèdrcy 1884, p. 15. 
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12. Potentiels d'ordre p, associés d'un point 
donné. — Nous dirons avec M. Neuberg qu'un point M^ 
(a^, pp, Yp) est le potentiel d'ordre p associé d'un point donné 
M (a, p, y) lorsque les égalités 

- = i = 1 
ABC 

et 

AP BP Gp 
sont vérifiées. 

On peut construire directement les potentiels d'ùi^dre p asso- 
ciés à un point donné en employant une méthode générale 
{J.E. d886, p. 177-179). Mais cette construction étant un peu 
longue, nous allons indiquer des constructions particulières 
pour les potentiels des premiers ordres associés à un point M(*). 

13. Construction du deuxième potentiel associé 

à un point M. — On'prend le point Mo symétrique de M' 

par rapport au milieu de BG et par G on mène une droite 

qui coupe AB, AM, AMé respectivement en R, P, N, de telle 

façon que : 

GN = NR. 

Par le point P on mène une parallèle' à AB qui coupe BC 

en V. La droite AV et les deux analogues concourent au 

point M" cherché (**). 

14. Potentiels proprement dits. — Le cas particulier 
oïl 

ABC 

abc 
présente un intérêt spécial dans la géométrie du triangle. 
Les points potentiels qui correspondent à ce cas sont les 
potentiels proprement dits. 

Si nous remarquons que les coordonnées (ao, po> Yo) du centre 

(*) Pour tout ce qui concerne les points potentiels, on peut consulter 
le mémoire de M. G. de Longcbamps, Généralités sur la géométrie du 
triangle (/. E. 1886, p. 177-179, 198-206). 

(**) Voir deux autres constructions {loc. cit,^ 199-201). 
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de gravité sont égales, les égalités 

a (3 Y . ,. . aao PPo yYo 

— = -f- = — peuvent s écrire —- = —- = •—-. 
aP bP c^ ^ aP b^ & 

Elles montrent que /es potentiels proprement dits d'ordre p 

' sont les réciproques d'ordre p du centre de gravité G. Pour ce 

motif, nous appellerons simplement ces derniers, potentiels 

d*ordre p et nous les noterons par la lettre G avec un indice 

indiquant Tordre de réciprocité (*). 

Nous allons encore construire les potentiels proprement dits 
du troisième et du quatrième ordre. 

15. Construction du troisième potentiel (G,). - 

Le troisième potentiel s'obtient en prenant .: 
1® Le réciproque du centre du cercle inscrit; 
2® L'inverse de ce réciproque. 

16. Construction du quatrième potentiel (GJ. — 

La position de ce point s'obtient eu prenant : 
1® Le réciproque du point de Lemoine ; 
2*» L'inverse de ce point. 

17. — La détermination des points réciproques et des 
points potentiels revient à ce problème. 

Trouvei^ sur l'un des côtés^d'un tnangle un point qui le divise 
proportionnellement aux p"®^ puissances des côtés adjacents. 

Cette question a été résolue par plusieurs géomètres qui 
en ont donné des solutions très diverses (**) et le lieu des 

(•) Il faut bien observer que le potentiel d'ordre p, associé d*un 

point donné (A, B, G), est celui dont les coordonnées sont [AF.^^fi^): le 
mot plus simple potentiel d'ordre p (sans autre quaUôcatif) désigne le 

potentiel proprement dit^ point qui a pour coordonnées (o**, h^i(?)] a^h^c 
étant les longueurs des côtés du triangle de référence, 

(••) Consulter : 

aP 
A. Peyronnf. — Construction geométriqtte du rapport — [N. A, M,, (2) 

III, 1844, pp. 371-37A). 

Poudra. — Problème sur les côtés d'un triangle élevés à des putssancet 
données, (N. A, M, (1), XVI, 1856, pp. 217). 

H. Brocard. — Étude sur un nouveau cercle du plan du triatigle {A. F., 
Alger, 1881, p. 150). 
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points du plan du triangle, tels que les droites qui joignent 
les sommets à ces points divisent les côtés opposés en segments 
proportionnels aux p^^""^^ puissances des côtés adjacents, est 
généralement une courbe transcendante que M. de Long- 
champs appelle Potentielle triangulaire (M., 1886, pp. 246-248). 
Cette courbe a d'ailleurs fait l'objet de diverses recherches. 
M. H. Faure a donné son équation en coordonnées normales 
(N. A. M., 1863, p.293).M.Lemoine Ta étudiée au Congres de 
La Rochelle (il. F., 1882), et a donné son équation cartésienne, 
en prenant pour axes deux côlés du triangle, sous la forme : 

= (ao '- ay - ox) " . 

Au Congrès de Nancy {A. F., 1886), M. Lemoine a fait 
voir que, en coordonnées normales, cette courbe a pour 
équation ; 

b c a 

{ax) ^(6î/) \{cz) '= i 
Enfin M. de Longchamps (1/. 1886, p. 246) a donné son 
équation barycentrique sous la forme (*) : 

Cette courbe présente des propriétés curieuses qui peuvent 
se résumer ainsi : 

1® yéquation de la courbe reste la même en coordonnées 
normales et en coordonnées barycentriques. 

2° La potentielle triangulaire est une courbe anallagmati- 
que (**) (sens général) quand on effeclue une transformation 
réciproque d'ordre quelconque. 



E. Lkmoine. — Quelques théorèmes (J. S., 1883, p. 74) [A. F., La Rochelle 

1882). . 
M. d'Ocagne. — Sur les propriétés segmentaires du triangle \N, A, Af., (3) 

II, 18K3. pp. 497-500). 

G. B<»UBALS. — Problème de géométrie [J, E., 1885, pp 31-33). 

G. DE Longchamps. — Généralités sur la géométrie du triangle (J, E., 1886, 
pp. 127-129, 203). 

(*) Dana celte formule la lettre k désigne une constante qui peut être 
calculée par la formule c*= a* -*6; et, en supposant pour fixer les idées 
a< 6 < c, on vérifie que : o < fc < x. 

(*♦) Voir /. S,, 1882, p. 102. 

JOURNAL DB MATH. 8PÉC. — 1887 4. 
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3° Lorsque a, b, c, vérifient la relation 

r, p, g, désignant trois nombres tels que 

r = p^q, (1) 

fc devient un nombre commensurable lk = -j et la potentielle 
devient une courbe algébrique ayant pour équation 

En particulier, quand p = g = i , la potentielle, comme l'a 
observé M. Lemoine (A. F. Nancy, 1886) devient une conique. 

Dans rhypothèse contraire à l'égalité (i), k est incommen- 
surable et la potentielle est, alors, une courbe transcendante. 

Dans le premier cas, elle est unicursale ; dans le second, on 
peut dire qu'elle est du genre unicursal et, dans les deux cas, 
on peut la construire points par points. 

4® La potentielle triangulaire passe par un grand nombre 
de points remarquables : centre de gravité, centre du cercle 
inscrit, point de Lemoine... et leurs réciproques d'ordre 
quelconque. (A suivre,) 

CORRESPONDANCE 



Extraits de plusieurs lettres de M. Catalan. 

. . . L'intéressante Note de M. d'Ocagne me suggère les 
remarques suivantes ; 

1® Les constructions de la normale à Tellipse, indiquées 
par le jeune et ingénieux Géomètre, sont, peut-être, moins 
commodes que celle oîi Ton fait usage des foyers. 

2® Quoiqu'il en soit, le premier théorème de la page 31 
peut être énoncé ainsi : 

M, M' étant deux ponts correspondants, sur l'ellipse AB et sur 
le cercle AC (*); si l'on trace le< normales MR M'Ràces courbes; 
le lieu du point R est la circonférence décrite du point comme 
centre, avec a H- b pour rayon. 

8® Ce théorème, dû à M. d'Ocagne, peut être généralisé. 

(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 83 

Soient deux ellipses ayant un axe commun. Soient^ sur ces 
courbes. M, M' deux points correspondants ; ctst-a-dire, ayant 
même projection sur taxe commun. Soient^ enfin^ MR, M'R les 
normales respectives, en M, M'. Le lieu du point R est une ellipse 
dont les axes sont dirigés suivant les axes des courbes données (*). 

Autre chose : 

Voici, à [)ropos de séries, une proposition qui peut être utile. 

Soit une série 

' ' Ui -h Uj + U3 + . . . -I- Un -f- . . . (A) 

On supprime les termes u», up, u^..., dont les indices vont en 
augmentant, et qui sont tels que la séné auoiiliaire 

U« H- Up 4- Ù^ 4- . . . 

soit convergente. Il reste 

Ui + U, -h . H- U«-i 4- Ua+1 4- . . Up_i 4- Up+i 4- . (B) 

Cela posé, les séries (A), (B) sont, simultanément, convergentes, 
divergentes ou indéterminées. 

Application: On demande si la série 

est convergente ou divergente. 
Je supprime 

I I I î î I ... . . 

— 1 -H h ... (série convergente). 

34781112 

Il reste 

I H 1 1 — ;r 4- ... (sério divergente). 

D 9 I 3 

Donc la proposée est divergente. 

Autre application : 

2345070 



(*jLes demi-axes de cette troisième ellipse sont déterminés par les formules 

A = a-\ , B — b-^b'. 

a 

(•*) Voici la loi des termes: 

10 5t n = 2% Un =— ; 

n 

2» Si n est impair^ Uq = ih — , selon que n s= ^^ ±: i ; 

n 

S® St n = 2*i, i étant impair, Un = u . 
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Je supprime 

l T 1 

248 



Il reste 




















I I 

3-^5- 


I 
6 


I 
"7 


i 
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10 


1 
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I 
12 


-h 


1 
i3 


-h 


Je supprime 
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I 
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I 
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6 


12 


24 
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3 


» • 




Il reste 





















(B). 



I I I I I I I I ,T*/\ 

5 7 9 1.0 II i3 14 i5 

Je supprime 

I I i I 2 ^ 

— H 1 1 h... =-T» etc. 

5 10 20 40 5 

Si Ton continue indéfiniment les suppressions, la limite 

des restes est zéro. Or, on a supprimé 

/ i I i \ "^ 

Donc la série (A) est convergente, et a pour somme — • 

Voici une question qui intéressera, peut-être, quelques-uns 
de vos lecteurs. 

l^QUv toute valeur réelle de x, 

i I x* 

-f- 



l -hX+X* ( l 4-x)( I H-X'^H-X*) ( 1 +X)( l +X*)( l H-X*+X*) 



X» 



( l 4-x)( I -f-X«)( I H-X*X I H-X®-f-x") 



X»* 



-\ j- ...(*) 

(H-x;(i-f-x'»)(i-f-x*j(n-x«)(i4-x"-hx") ^ ^* 

Enfin, à propos de questions, en voici une que je crois 
très difficile à résoudre directement. 

Théorème. ^- La somme des fractions 



(*) Les exposants sont : 

o =s 3 — 3, 3 =r 6 — 3, 9 = 12 — 3, 21 = 24 — 3. 
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. V 2.3. ..n , _. 4-*^-''^ 

(211 — i) * (2n— 3) 



3, 5. 7. ..211+ I 5. 7. ..211— I 

(211 — 7) - , • • . , égale funité' 

7.9. .2n — 3 

N.-B. — D'après Vorigine de ces fractions, la dernière est 
ou 3 9 selon que n est pair ou impair. 



n -h I n + 2 

Pour finir : 
1° X étow/ compris entre o et i, on a 

I . x" X* 

2.3 (2 -♦- x)« "^ 4.5 (2 + x)* "^ 6.7 (2 -f-x)« "^ 
I 4x 1 1 X* 26 x* 



2.3.4 3.4.8 4.5.16 5.6.32 
2'* Quanc2x surpasse Inanité, la première série reste convergente-, 

mais la seconde devient divergente, 

8® En conséquence, C égalité ci-dessus, vraie dans le premier cas, 

est absurde' dans le second. 

A-t-on remarqué ce genre de discontinuité? 
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Histoire des sciences mathématiques et physiques, par M. Maximilien 
Marie; répétiteur de mécanique, examinateur d'admission à l'Ecole 
Polytechnique; tome X, de Laplace à Fourier. 

Le dixième volume de cette importante publication a pour sous-titre : 
de Laplace à Fourier. Il contient la fin de la treizième période, celle qui 
s'étend de Lagrangeà Laplace et le développement de la quatorzième 
période. Celle-ci comprend, pour citer les noms les plus célèbres : Laplace, 
Legendre, Carnot, Ivory, Meusnier, Mascheroni, Simon Lbuillier. C'est 
à ce dernier géomètre qu'est dû, pour un triangle sphérique rectangle, 
le théorème exprimé par l'égalité : 

. , o .5 ,c , . * c , * 
sin* - = sm* - cos^ — h sm* - cos' -• 

2 22 2 2 

Cette relation, comme le fait observer M. Marie, est, dans la géométrie 
de la sphère, Tanalogue du théorème de Pythagore, dans la géométrie 
plane; elle a été démontrée en 1810, dans les Annales deGergonne. Nous 
la citons ici parce qu'elle nous semble constituer un exercice intéressant 
de trigonométrie sphérique ; mais elle n'est pas, bien entendu, autrement 
importante. 

L'attention, dans la lecture du dixième volume de M. Marie, se portera 
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principalement: sur la vie de Monge, dont le récit est placé aux pre- 
mières pages; sur cell^ de Laplace, dans laquelle on trouvera (p. 87] 
une iniôressaute remarque de M. Marie, relative à la précession des 
équinoxes; enfin sur celles deLegendre et de Garnot. On trouvera, 
dausle chapitre consacré à ce dernier g omèire, sur les infiniment petits 
et sur les équations différentielles, à propos de rouvrante intitulé Réflexions 
sur la métaphysique du calcul infinitésimal^ une di>sertation parfaitement 
conduite, après laquelle M. Marie conclut que si Garnot n'a pas exprimé 
sa pensée dans une forme juhte, son idée n'était pourtant pa«^ inexacte et 
c'est, en effet, croyons-nous, le meilleur résumé qu'on puisse faire de l'ou- 
vrage en question (*). G. L. 



QUESTIONS D'EXAMEN 



4. — Lieu des centres des coniques tangentes à quatre 
droites (**). 

On sait que ce lieu est une droite ; cette propriété due à 
Newton (C. M. S., p. 348) peut s'établir de la manière sui- 
vante. 
Soit 
kx^ + My^ + A"^* + 2^yz + iB'zx + 2B''xy = o, 
l'équation d'une conique F ; cette courbe sera tangente à la 
droite représentée par Téquation 

WfCc + Viy + U)iZ = o, 
si Ton a (loc. cit., p. 132) 

A B" B' Ui 
B" A' B Vi 
B' B A" Wi 

Ui Vi Wi o 

Les coordonnées(a;, t/, z) du centre de T vérifient les relations 

Ax + B> + B'z = o, 
B''x + A'y + B^ = 0. 

D'après cela, le déterminant A peut s'écrire, en utilisant 



A = 



= o (/ = I, 2, 3, 4). 



(*) A propos des principaux ouvrages de Garnot, nous avons été surpris 
de ne pas voir cité le Traité de la corrélation des figures, que Ghasles d'ail- 
leurs a, lui-môme, à peine mentionné (Aperçu historique, p. 370). 

(**) Voyez les Examens d'admissibilité et d'aimission à l'École polytechnique, 
1886, p. 16. (Groville-Morant, éditeur, 20, rue de la Sorbonne.) 
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une combinaison naturelle 
A B*' 

B'" a; 

M'z + B'œ 



87 



u 

Vi 



By 



I 



u^ + Viy ■+■ WiZ 
Ui Vi UiX -h v,y + WiZ 

Ce déterminant développé donne 

(UiX 4- Viy + WiZ)* k'z + B'o; + By 



G. 



on a 



Pi 



AvJ - 2b"ii<P. + A'wî B"» - AA' 

En donnant à ï, dans cette relation, successivement les 
valeurs i, 2, 3, 4 et en posant 

Pj = 1/^ + Viy -\- WiZ, 
kVi* - 2B WiPj + A'Wi« = p„ 

I 

IX I a r « r * 

et, par suite 

Si = kv\ - 2WuiVi + ÈLv\ + /P; = 0. (i = I, 2, 3, 4) 
En éliminant A, B*, A' et t entre les quatre équations 
linéaires et homogènes 

S, =0, S, = G, Lg = G, S4 = G, 

on a Véquation du lieu sous la forme 



P| 

Pi 



P| 

P8 



PJ 

P4 



1/ 



2 



^1 

n2 



2Wiî;i 

2U^V^ 



Ul VI 2U^V^ 



(w,cc -h Vjy 4- t^;i3)' 
(u^x 4- Vjt/ 4- k;,z)* 

(U^X 4- 1^4^ + l^;^^)* 



= G. 



(1) 



Ce déterminant se simplifie et l'on a : 



«1 
4 






2U,D, W,(2W,J3 + 2t;,y + M),) 
2M,V, ttf,(2«,a; + 2t),î/ + w,) 
2U^v^ Wt{2U^X + 2V^^f + «J») 



= o. 



(2) 



(^e dernier déterminant est du premier degré en a: et y; 

il représente la droite de Newton. Le déterminant (1) donne 

le lieu cherché sous une forme remarquable, bien connue 

(Paul Serret, Geoméirie de Direction, p. 71 ; et Nouvelles Annales^ 

2« série, t. IV, p. 14o), 

sjXiP^ = G, 

équation dans laquelle on donne aux coefficients X^, X,, X,, A4 
des valeurs telles que les coefficients des termes du second 
degré disparaissent. 
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Il reste à reconnaître que la droite trouvée passe par les 
points milieux des diagonales du quadrilatère formé par les 
quatre droites données. La vérification directe serait assez 
pénible, mais on peut éviter cet effort de calcul en prenant 
deux des droites proposées pour axes de coordonnées et en 
observant que la forme 

S}X,P2 devient i^,x^ + ^,y^ + |x,(^ + ^ - i^ + |x,(^^ + | - i^ 

H^i > H^s » [*s » [*♦ étant déterminés de telle sorte que les termes 
du second degré disparaissent; en effet, une forme linéaire 
reste, après la transformation linéaire, une forme linéaire. 
On obtient alors une équation qui est celle que Ton trouve 
habituellement (C. M. S., p. 3Si). 

^{g - î') + y(p - pO + 7 (pY - P9) = o, 

et sur laquelle on vérifie sans peine la propriété en question. 
On peut aussi utiliser la forme remarquable 

S{ \ P? = G, (N) 

dounée à l'équation de la droite de Newton, pour reconnaître 
que, dans les coniques correspondant à l'équation précé- 
dente (lorsque les paramètres X sont quelconques), deux 
sommets opposés du quadrilatère sont conjugés. De là on 
conclut facilement, comme l'a fait M. P. Serret {\oe, cit.) la 
propriété de la droite de Newton. Il suffît de considérer 
l'équation (N) comme représentant une conique constituée 
par la droite de Newton et par la droite de l'infini. 



QUESTION 124 

SolvtioB par M. J. Rat, élève de Mathématiques spéciales, au Lycée 

Saint-Louis (classe de M. Piéron). 



On fait une section droite dans un cylindre parabolique. Par 
le foyer de cette section^ on mène dans le plan de la courbe 
une perpendiculaire à l'axe, qui coupe la courbe en deux points 
A et B. Au point A, on mène dans le plan de la parabole la 
normale AM à cette courbe; puis par AM, on fait passer des 
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plans variables. Lieu des foyers de^ paraboles, suivant lesquelles 
ces plans coupent le cylindre. Ce lieu est une courbe plane» 

(Amigues.) 

Prenons pour plan des xy le plan de la parabole de sec- 
tion droite, pour axes des x et des y l'axe et la tangente au 
sommet de cette parabole et pour axe des z la perpendicu- 
laire à son plan, menée par son sommet. L'équation du 
cylindre parabolique est alors : 

2/* — 2px = G. 

L'équation de la normale AM du plan des xy est d'autre 

part ; 

3» 
X -h y ^ = o, 

2 

et l'équation générale des plans passant par cette normale est : 

X -h y î--f-Xj8 = o. 

2 

Soient «, p» y ^^^ coordonnées d'un des points du lieu. 
Ce point se trouve dans un des plans passant par la normale 
AM à la parabole de section droite. On a donc : 

a + f3 ? + Xy = G. (1) 

2 

Exprimons que le point (a, p, y) est foyer de la courbe de 
section du cylindie par le plan, c'est-à-dire que les tangentes 
menées du point (a, p, y) à la courbe do section lorment une 
conique de l'espëce cercle. Gela revient à exprimer que le 
plan donné 

X -h y -\- Iz = o 

2 

est un plan cyclique du cône circonscrit à la surface, et ayant 
pour sommet le point (a, p, y). 

Ce cône se compose évidemment de deux plans perpendi- 
culaires au plan des xy et a pour équation : 

(y» - 2paî)(p« - 2pa) - [p{x H- a) - py]« =- g, 
et l'équation générale des quadriques passant par l'inlersec- 
tion du plan considéré et du cône précédent est : 
(y* - 2pa;)(p' - 2pa) - [p{x -4- a) - py]* 

4- (x -h y -+- X^ ^}(^ -^ By -¥- Gz + D) = o. 
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Il s'agit d'exprimer que parmi ces quadriques se trouve 
une sphère, ce qui donne les conditions: 

B - 2pa =: A - /)« = XC, (2) (3) 

2pp + A + B = G, (4) 

G -f- AX = 0, (S) 

G + BX = o. (6) 

Si entre les équations (1), (2), (3), (4), (3), (6), on élimine 
Aj B, G, et X, on aura les équations d'une ligne, qui repré- 
sentera le lieu cherché. Les équations (4), (o), (6), donnent : 

A = B = - pp. 
L'équation (1) donne : 

X^- t. 

Y 
substituant dans (S), on en tire ; 

G- - AX = ^ ^. 

Y 
Enfin substituant dans (2) et (3) ces valeurs de A, B, L. 

et X, on a les équations du lieu, qui sont, en remplaçant 

a, p, Y par ^, y, 5J : 

P 
X = ^ 

2 

et 

y(x + y - Jt\ + (2/ + p)5* == o. 

\ 2 / 

La première de ces équations montre que le lieu est une 
courbe située dans un plan parallèle au plan des y s, mené 
par le foyer de la parabole de section du cylindre parabo- 
lique par le plan des xy. 

Pour avoir l'équation de cette courbe dans ce dernier plan, 

je fais a? = - > dans la seconde équation du lieu, et j'ai 

ainsi : 

y(y - pY -H z^y + p) = o, 
d'où 

. - y(y - py 
y + p 

De cette équation on déduit immédiatement la forme du 
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lieu. Il est compris tout entier entre les droites y = o et 
y -h p =o, et cette dernière droite est une asymptote du lieu. 
Enfin le lieu est tangent à l'axe des z à Torigine 0, il est 
symétrique par rapport à Oy, et il a un point double isolé, 
le point A de Oy, tel que OA. = OB =: p. 

On déduit de ces observations diverses les formes du lieu 
lequel est une cubique constituée par une branche unique 
de forme conchoïdale. 

Nota. -- Solution analogue par M. GroUeau, élève au lycée de Mar- 
seille. 



VARIÉTÉS 



SUR LES FONDEMENTS DU CALCUL 

INFINITÉSIMAL 

Par M. G* llilhaad, professeur de Mathématiques spéciales 

au Lycée du Havre. 

(Suitôj voir p. 44.) 



m 

En dernière analyse, les principes de la méthode infinité- 
simale se ramènent donc à deux notions : celle de limite et 
Je variation continua. Eludions séparément chacune de ces 
Jeux idées, et demandons-nous si, en fondant sur elle tout 
un développement nouveau, les sciences mathématiques 
pouvaient encourir le reproche d'altérer le caractère de leurs 
méthodes. 

Je rappelle la définition de la limite. 

Une quantité variable X a pour limite une quantité détermi- 
née A, quand on peut, si petit qu'il plaise à l'esprit de choisir un 
nombre e, trouver, dans la variation de X, un instant (*) à partir 

(•) Ce mot est employé ici dans un sens purement logique et n'im- 
plique nullement Tidée du temps. 
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duquel la différence A — X reste moindre, en valeur absolue, 
que e. Malgré la longueur de cet énoncé, la définition est 
des plus claires. Elle indique nettement la propriété spéciale 
de la variation de X, qui s'exprimera par ces mots: X, a 
pour limite A. Elle ne vise aucune loi de variation définie, 
n exige pas que X augmente ou diminue constamment. 
Quelle que soit la façon dont X varie, le fait de la limite 
consiste exclusivement en ce que la différence entre une 
quantité fixe et la variable peut devenir et rester moindre 
que toute quantité donnée. Cette propriété de X pourrait 
être incompatible avec telle ou telle loi de variation, mais 
évidemment elle ne Test pas avec la seule autre condition 
imposée a X, à savoir que X varie, puisqu'au contraire elle 
l'exige. 
Considérons Texemple suivant : 

X = - • \X(X 4- 2) 1 

Si Ton fait tendre x vers zéro, le premier facteur — croit 

X 

indéfiniment; cela veut dire qu'il peut dépasser n'importe 
quelle valeur, pourvu qu'on prenne x suffisamment petit ; le 
second facteur x{x + 2) peut devenir, dans les mêmes con- 
ditions, aussi petit qu'on voudra. Le produit de ces deux fac- 
teurs, X, a pour limite 2. En effet, pour toute valeur de j% 
le produit 

I , 

~ X x(x -h 2) 

X . 

a la même valeur que 

X' = a; -f- 2. 

X et X' soat deux variables constamment égales. Ce sont 
deux expressions différentes d'une même quantité- variable : 
la limite de cette quantité se voit, sans difficulté, sur l'expres- 
sion X'. On reconnaît en effet, immédiatement, que a? -f- 3 
deviendra aussi voisin de 2 qu'on voudra; 2 est donc la 
limite de X. 

Il est essentiel de remarquer que ce raisonnement ne cache 
aucun mystère; quand, de l'égalité X = X', nous déduisons 



JOURNAL DE MÀTHÉfiUTIQUES SPÉCULES 93 

cette autre 

lim X = lim X', 

nous ne sous-entendons aucun principe, ni postulat* Cette 
égalité est exigée par la définition même de la limite. Il y a 
identité entre les quantités X et X'; la loi de variation est la 
même, mais elle s'exprime de deux manières différentes, Tune 
plus commode que l'autre pour mettre en évidence l'existence 
de la limite, voilà tout. 

X pourrait encore s'écrire sous forme de fraction — 1 

X 

dont les deux termes tendent vers zéro et nous retrouvons alors, 
dans cet exemple, le type des rapports étudiés dans le calcul 
différentiel. On dit quelquefois, en considérant la première 
forme de X, le produit de zéro par l'infini donne 2, ou, en con- 
sidérant la seconde, le quotient de zéro par zéro donne 2. Ce sont 
là des façons de parler, qui ne signifient rien absolument par 
elles-mêmes. On connaît la fameuse preuve de la création 
(du père Gratry), fondée sur ce que la multiplication de 
zéro par l'infini donne quelque chose de déterminé. Si jamais 
quelqu'un a pris cette plaisanterie au sérieux, il n'a certai- 
nement rien compris à la question. Sans doute, il peut arriver 
à un mathématicien d'employer telle ou telle locution bizarre, 
mais il faut alors avoir bien précisé le véritable sens qu'il 
y met. Ainsi, s'il dit jamais, à propos de l'exemple précédent, 
que zéro multiplié par l'infini donne 2, ce qu'il entend par 
là se réduit à cette idée si nette : On peut assigner à x une 

valeur assez petite pour que la quantité -- x(x 4- 2) diffère 

X 

de 2, d'aussi peu qu'on voudra. 

Qu'est-ce qui peut donc obscurcir des idées aussi claires 
et aussi précises? Qu't^st-ce qui a pu créer des difficultés 
troublantes pour tant d'esprits ? Je ne parle pas seulement 
des philosophes, à qui, quelquefois, on pourrait reprocher de 
ne s'être pas assez pénétrés des méthodes mathématiques; 
mais comment comprendre que Lagrange, par exemple^ ait 
pu médire de la méthode des limites ? 

Je crois en voir l'explication dans une idée qu'on ajoute 
souvent à la notion de limite et qui n'y est nullement conte- 



à 
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nue, à savoir qu'une variable atteint sa limite. Beaucoup s'ima- 
ginent voir les mathématiciens suivre une variable jusqu'à 
sa limite, et arriver eux-mêmes à Tinstant oîi elle Tatteint. 
C'est là une erreur des plus graves, qui a pii troubler les 
penseurs de tous les temps. Elle a suffi à engendrer des 
fantômes métaphysiques dont on a peine encore à se débar- 
rasser* 

Pour Lagrange, le doute n'est pas possible, a Celte méthode, 
dit-il à propos de la méthode des fluxions de Newton, a, 
comme celle des limites, qui n'en est que la traduction algé- 
brique, le grand inconvénient de considérer les quantités 
dans l'état oii elles cessent pour ainsi dire d'être des quan- 
tités; car, quoique l'on conçoive toujours bien le rapport de 
deux quantités tant qu'elles demeurent finies, ce rapport 
n'offre plus à l'esprit une idée claire et précise aussitôt que 
ses termes deviennent l'un et l'autre nuls à la fois. » 

Lagrange voulait sans doute atténuer l'expression de sa 
pensée quand il déclarait que le rapport de deux quantités 
nulles n'offre pas une idée claire et précise : il aurait pu 
dire, il me semble, que ce rapport n'a aucune espèce de sens. 
Mais précisément la méthode des limites ne considère pas 
l'instant où les quantités cessent d'exister. 

Quand on dit que le rapport a pour limite 2, lors- 

oc 

que X tend vers zéro, on entend seulement parler des valeurs 

du rapport correspondant à des valeurs non nulles de x, et 

ce que l'on exprime c'est la propriété de ces valeurs de 

s'approcher de 2 autant qu'on le veut. 

(A suivre.) 



QUESTIONS PROPOSÉES 



219. — Une droite ao^ se confondant d'abord avec le 
rayon AO, glisse par une de ses extrémités (a) sur ce rayon; 
elle est animée, en même temps, d'un mouvement de en B, 
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sur le rayon OB perpendiculaire à AO, de telle sorte que 
les parties extérieu- 
res, mo', no'^, po"\,.. 
soient toujours égales 
au chemin parcouru 
sur ce rajrou. Donner 
l'équation de la cour- 
be, ou de Tare do 
courbe décrit par l'ex- 
trémité (o) de la droite 
mobile. . 

(£. Fortin, ingénieur des 
Mines à Port d'Espagne, 
Ile anglaise de Trinidad.) 

Cette question est des plus simples; elle nous avait même 
été donnée pour le journal de Mathématiques élémentaires; mais 
elle conduit à diverses remarques intéressantes: 

l*' On examinera le cas où les rayons OA, OB, au lieu 
d'être rectangulaires font un angle quelconque ô, et Ton fera 
voir que le lieu est, dans ce cas, une stropboïde oblique. 

2« Étant données deux droites rectangulaires A, A', se cou- 
pant en 0, on cherchera Tenveloppe U des droites qui coupent 
A en A, A' en A', de telle sorte que 

OA -h AA' = a, 
a désignant une constante donnée. 

3° On fera voir que si Ton prend (dans la direction AA') 
AI = OA', le lieu de I est précisément la courbe U. Cette 
courbe est une quartique unicursale; elle peut donc être 
construite, bien simplement, par points et par tangentes. 

4<> Déduire de cette remarque, de celle qui constitue la 
question de M. Fortin et du principe de Chasles sur le centre 
instantané de rotation, une description, par points et par 
normales, des strophoïdes droites. 

N.'B. — On pourra, avantageusement, croyons-nous, pour 
démontrer ces diverses propriétés, observer que les longueurs 
des trois côtés du triangle rectangle OAA' peuvent être 
représentées par : 
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OA' = - (i - <•), AA.' = -(t + t% OA = at; • 

t désignant un paramètre variable. 
Les coordonnées de U sont alors 

2<» a (i - t*y 

I -h /* ^ 2 I + ^« 

La quartique U est formée de deux bras paraboliques 
tangents à Taxe ox\ elle possède sur oy un point de rebrousse- 
ment. 

Divers exercices conduisent à cette quartique; nous cite- 
rons le suivant. 

Une parabole mobile P coupe oy en deux points fixes A, 
B; elle est, en outre, constamment tangente à ox. Soit C 
le point de contact. Le cercle ABC coupe P en un quatrième 
point I; Tenveloppe de CI est une quartique égale à la courbe 
U considérée ci-dessus ; les axes ox, oy sont, bien entendu, 
rectangulaires. G. L. 

220. — Etudier la série 

I ï 1.3 i.3..2n— 3 

^ "^ i:3"'"(i.2).2«.5"^(i.2.3;.2».7"^ • • • '^(n!)2°(2n+i)"^ * * ' 
Montrer qu'elle est convergente et que sa valeur égale 

TU 

2 — • (Roux, élève au lycée de Grenoble.) 

4 



Rectification. — Année 4886, p. 268, 1. 3 ; lisez 

a' = cotg ^(-. \ + ^,) = tg A' (-J-, + -J_) 
° 2 \sin B sm G/ \sin 2B sin 2G/ 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



IMPRIHXBIE CENTRALE DBS CHIIMINS DE FER. — IMPRIMERIE CRAIX, 
RUE UBaaÊRE« 20, PARIS. — 7414-7. 



JOURNAL DE MATHÉHATIQUES SPÉCIALES 97 



QUELQUES QUESTIONS 

RELATIVES A l'ÉTUDE DES POINTS INVERSES 
Par M. Emile I^emoiue, ancien élève de l'École Polytechnique. 

{Suite, voir p. 53.) 



Q, — Il y a d'autres couples de points inverses qui jouissent 
de propriétés analogues. 

En effet sur le milieu de GOb j'élève une perpendiculaire 
qui coupe en Çd», 9ch la circonférence décrite sur 0^ 0^ comme 
diamètre, on a : 

^'eb A (fcb = ^'cb -B 9cfc = l80 — (f'cb C (pct». 

Sur le milieu de GOa j'élève une perpendiculaire qui coupe 
en (pca, ^'ca la même circonférence, on a : 

Cette circonférence a pour équation 

cf + (6 -H a) ^Y + (6 + a)aY + cap = o, (10) 

Q 

c'est le segment capable de— décrit sur AB. 

2 

?ct> 9cb appartiennent à l'hyperbole équilatère 

(c + a) 6' -h bpy -h {c + a)(ty + 6ap = o, (11) 
qui passe par C, A, 0,,, Oa. 

?caf fca appartiennent à l'hjperbole équilatère 

(c + b)<x^ + (c + b)py + aay + flap = o, (12) 

qui passe par G, B, 0^ Ofc. 
L'équation de la droite <pc6<p'cb est 

(6 — c)a + (a + c]p -h crt= o. (13) 

L'équation de <pca, (f'ca ©st 

(c + b)oL + (a - c)p + cy = o. (14) 

On obtient ces résultats en suivant une marche analogue 
^ celle que nous avons indiquée pour les points Fc, F'c. 
On aurait aussi de même les points (^ba, f'ba; ftc, <f'he\ fab, 

9'ab; ^acf 9ac- 

Les douze points 9 sont toujours réels. 
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Les quatre droites (^cb^f'eb, ?bc<p'bc, FbP'b, FcF'c concourent au 
milieu de OcOb, etc. 
On trouverait, comme précédemment, 

COS" — «pcbCç'cb = COS (pcbCç'cb = » 

2 2C C 

1 ^ , p— 6 ^. p — a 

COS* — 9coG(p ca = COS cpcatiÇ ca = ' 

2 2C C 

Tous les angles de la figure se calculent facilement en 
fonction des côtés par leurs lignes Irigonométriques, car on a : 

2 

FeAC - FcCA = F'eAG - F'cGA = 

F.BG - FcCB = F'3C - F'^CB ^^ 

G 



A 


— 


G 




2 




B 


— 


C 



AçcfeB = Acp'cbB 



2 



çcbAG - (pcbCA =90 (A - G), 

ç'rtGA - /rtAG = 90 + -Î-CA - G), 

■p fj 

(pebBG " cpcbGB . , 

2 

9c6GB - cp'cbBG = 180 - ^(B - G), etc., etc. 

Remarque. — Les cercles et les hyperboles équilatères dont 
nous avons parlé, c'est-à-dire les cercles décrits sur 00a, 
00b, 00c, ObOc, OaOc, OaOb, comme diamètres et les hyperboles 
représentées par les équations (5), (7), (11), (12), etc., sont des 
courbes qui sont à elles-mêmes leurs propres inverses. 
(Voir § 2 et § 3.) 

On a donc, en tout, neuf couples de points inverses qui 
jouissent de la propriété que chaque couple est vu des trois 
sommets sous des angles égaux ou supplémentaires, un seul 
de ces couples peut devenir imaginaire, c'est Fc, F'c et la chose 
a lieu si, G étant le plus petit côté, on a : 3c < a 4- 6. 

On aurait facilement aussi les équations des coniques 
inscrites qui ont pour foyers deux des points cp. 



^-c - « 
w w • ♦ 
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Ainsi, par exemple, réquation de l'Ellipse qui a pour foyers 
^cv ot 9'cd est 



y/— a{c — 6)a H- y/— t>(a + c)p -*- cy/y = o. 
' La conique inscrite qui a pour foyer (pab, ^\b est une hyperbole, 

— — ^acj^ac — 

— — <p6c»?6c — 

— — <fbaj <p'to ellipse réelle, 

— — feaffea — 

— — 9cb>9cb — 

Remarquons enfin : 1® Que la conique inscrite qui a pour 
foyers Fc, F\ touche, sur AG, la conique inscrite qui a pour 
foyers <fcby ?'cb et touche, sur BC, la conique inscrite qui a pour 
foyers (pca* ?'ca. 

2« Que les quatre points (il n*y en a que quatre, au lieu de six, 
puisque nous venons de voir qu'il y a des points de contact 
communs) de contact des trois coniques inscrites ayant pour 
foyers Fc, F'c; cpcb, «p'eb; ^ca* 9'caavec les côtés CA et CB sont 
sur le cercle décrit de G comme centre avec AB pour rayon, 
cercle déjà considéré par M. de Longchamps (/. S., p. S7 
1886) et qu'il appelle A. 

7. — Tous ces résultats ont été trouvés analytiquement, 

mais il est fort simple de les démontrer synthétiquement par 

la géométrie ; nous allons le faire brièvement pour les points 

Fc, F'c; ce serait tout à fait analogue pour un autre couple 

de points F ou cp. 

Soient Fc, F'c les points oîi la perpendiculaire élevée sur 
le milieu de GO^, coupe la circonférence OOcAB décrite sur 
00c comme diamètre. 

Joignons Fc et F'c aux trois sommets, 
OA, OB, OG sont les bissectrices des angles FcAF'c, FcBFc, 
F,CF'c; 

Joignons OcFc, OcF'c, FcO, 
FcAF'c, FcBF'c, FcOcF'c sont égaux, car ils ont pour mesure 

- arc F'cOFc, mais comme GF'cOcFc est un losange, on a 
2 

FcOcF'c = FcGF'c; donc les trois angles FcAF^, FcBF'c, FcGF 

sont égaux. c. q. f. d. 






rf 



j 



t a 
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On calcule facilement œs OCF^, car soit co le milieu de COc 
on a 

COS*FcG0 = COS«- Y =:==—= CI' 



2 ' GF? 4âF^ 4a)0c.00c 200c 2C 

Le problème se discute sans difficultés et Ton retrouve 
ainsi les résultats déjà établis. 

Remarque. — Si a et p sont les points où le cercle ABOOc 
coupe CB et GA., Bp et Aa sont perpendiculaires à GO. 

Démontrons, pour terminer, que le cercle AOOcB est son 

propre inverse et que Thyperbole lieu du point K tel que 

A — G 
KÂ.G — KGA = est sa propre inverse. 

Soit Fc un point quelconque du cercle AOOcB; soit F'c le 

point inverse de Fc 

on a 

FcBA = B - FcBA, et FcAB = A - F'cAB, 

ou 

FcBA + FcAB = i8o - G - (F'cBA + F^AB); 

mais Fc appartenant au cercle AOOcB 

on a 

FcBA + FeAB == 18o - AFcB = 1?2_Z_^, 

2 

donc 

i8o - G 



F'cBA + F'cAB = 

donc 

BF'cA = BFcA, 
et F'c est sur le cercle. 

Soit maintenant Fc un point quelconque de Thyperbole, lieu 
de K, un point tel que 

KAG-KGA = ^-^, 

2 

F'c le point inverse de Fc. 
On a 

F'cAG = A - FcAG, et FcGA = G - FcGA, 
ou 

F'cAG - FcGA = A - G - (FcAG - FcGA) ; 






• * • • 

* • • '• » 



mais 
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2 



donc 



F' AG - F'.GA - ^ ^ 



et F'c appartient à la courbe. 



NOTE SUR LES SURFACES REGLEES 

Par M. Amigriie»5 professeur de Mathématiques spéciales 

au Lycée de Marseille. 



Si, dans une surface réglée, la plus courte distance de deux 
génératrices infiniment voisines est d*un ordre infinitésimal su- 
périeur au troisième, la surface est un plan ou un cône, et la 
plus courte distance considérée est par suite rigoureusement 
nulle. 

M. Bertrand qui examine cette question dans son Traité 
de calcul différentiel (pages 605 et 606) ne donne pour solution 
que les plans. L'analyse suivante, qui est fort simple, donne 
en outre tous les cônes. 

J'adopterai les notations de la note que j'ai publiée récem- 
ment dans ce journal (Janvier 1887^ page 6). 

Pour que l'ordre d'infinitude soit supérieur au troisième, 
il faut et il suffit que l'on ait simultanément les équations : 

dadq — dhdp = o, (1) 

- {d'ad^q - d^bd^p) + i {dad^q + dqd^a - dbd^p - dpd^b) = o. (2) 
4 ^ 

La première s'écrit 

da dp 

db ^ dq 
Soit m la valeur commune de ces deux rapports; on a, dès 
lors, 

da — mdby 

dp = mdq. >^^ 
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Diffèrentiant deux fois ces deux équations et portant dans 
l'équation (2) les valeurs de da, dp, d^a, d*p, d'à, d*p, on 
observe que les termes en m et en d^m se détruisent. On a 
donc dm en facteur. Le résultat est, en effet, 

dm{dbd*q — dqd^b) = o. 

Première Solution. — On prend pour m une constante arbi- 
traire K. On a alors, en intégrant, les équations (1), 

a = Kb -h hy 
p = Kq -h r, 
La droite génératrice est donc représentée par les équations, 

œ = (Kb ■+- h)z -h Kq -h r, 

y = bz -{- q. 

multipliant la seconde équation par — K et ajoutant à la 

première, on a 

X = Ky -h hz -h r, 

équation dans laquelle K, h, r sont des constantes. La sur- 
face est donc un plan représenté par cette équation ; et 
comme K, h, r sont arbitraires, on obtient pour solution 
tous les plans. 

Deuxième Solution. On a 

d*b _ d^ 

IF ~ dq' 

d'où, en intégrant une première fois, 

dq = hdb; 

et, en intégrant encore, 

q = hb '\- g. 

Mais, on a 

da _ dA _^ i 

dp ^ dq ~' h 
Donc dp = hda, 

et p = hà -^ r. 

La droite est alors représentée par les équations 

x = a{z -i-ft) + r, 

y = b{t! '\- h) -h g. ^ ^ 

Cette droite passe par un point fixe, dont les coordonnées 

sont 

x= r, y = 9, z =z -- h. 

La surface qu'elle décrit est donc un cône. 



JOURNAL DE BIÀTHÉMATIQUES SPÉCIALES 103 

J'ajoute qu'on a tous les cônes. 

En effet, a et 6 restant fonctions arbitraires de la variable 
ty on peut dire que b est fonction arbitraire de a, c'est-à- 
dire que Ton a 

F(a, 6) = o, (5) 

F étant une fonction arbitraire. L'équatix)n de la surface 
s'obtient en élimioant a et 6 entre les équations (4) et (5), 
ce qui donne 



\z -h h' z -h hj 



' C'est réquation de tous les cônes qui ont pour sommet le 
point dont les coordonnées sont x ^ r^ y ^ g, z ^ -^ h. Mais 
les quantités r, g. A, introduites par l'intégration, sont des 
constantes arbitraires. On a donc bien tous les cônes, comme 
solution. 



NOTE SUR LES POINTS ISOBARIQUES 

Par M. G. Rogier. 



1. Théorème. — Si les œordon.iées barycentriques des som- 
mets d'un triangle ^ sont respectivement : 

^u Bi, Cl 

A,, Bj, Gj 

As, B„ Gj 
avec les relations : 

A,B,G,= BAA3=G,A,B,; (1) 

ou bien, 
si les équations des côtés de ce triangle sont 

M^a -h Nip -4- PiY = O, 
M,a -4- Njp + P,Y = o, 
M,a -h N,p -h P,Y = o, 
avec les relations: 

MiN.P, = N,P,M, = PiM,N, (2) 

le triangle considéré est triplement hom^logiqiie au triangle de 
référence ABC. 
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En effet, les droites qui joignent les trois sommets du 

triangle A respectivement aux sommets A, B, C; puis B, G, A 

et enfin G, A, B du triangle de référence, ont pour équations : 

CiP — BiY = G AiY — G^a = G B^a — A^p = G 

A,y — G,a = G B,a — A^p = G G,p — B,y = O 

' B,a - Ajp = G ' C3P - B3Y = G A3Y - Gja = G 

Or, il est visible que les relations (1) expriment la condition 
nécessaire et suffisante pour que les trois droites de chacun 
des groupes précédents, concourent en un même point. 

Si Ton se place maintenant dans la seconde hypothèse et 
que Ton cherche les points d'intersection des côtés du 
triangle respectivement avec BG, AC, AB; puis avec AC, AB, 
BG; enfin avec AB, BG, AG, côtés du triangle de référence; 
on voit que les relations (2) expriment la condition néces- 
saire et suffisante pour que les points d'intersection que Ton 
obtient ainsi soient, trois à trois, sur une même droite. 

Le théorème énoncé se trouve donc vérifié. 

Il est bien évident que les relations (1) et (2) sont simulta- 
nément vérifiées pour un même triangle. 

2. — Gonsidérons maintenant trois points isobariques 
quelconques de même espèce : 

M, (A, B, G) ; M, (B, G, A) ; M, (C, B, A). 
Le triangle MiMjMj est triplement homologique au triangle 
de référence, car, dans ce cas, la condition (1) devient une 
identité. 
Les côtés de ce triangle ont respectivement pour équations: 
A^a -f- BiP + GiY = G Al = B': - A> 

B^a + G,p + A, Y = G en posant B^ = AC — B« (3) 
G^a + AiP + BiY = o Gi = AB - G* 

de telle sorte que les triangles ABG et MiMjM, admettent 
pour axes d'homologie les droites droites: 

(81) 

(8,) -f +^ + J-=o, (4) 
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qui sont visiblement les transversales réciproques des côtés 
du triangle^ M^MgMe formé par les isobariques de deuxième 
espèce des points considérés. 

Si Ton cherche les centres d'homologie, on trouve que ces 
points ûi, Q^f ^3 ^^^ pou^ coordonnées : 

"'(Î'^'b)' ''•(^'Î'Î)' ""'{i'i'hy 

3. — Les axes d'homologie forment un triangle qui a pour 
sommets : 

/A C B\ /G B A\ /B A G\ 

^*(i;'g;'b:J' ^'te'B;'!;]' ''*Wâ,'gJ' 

et les centres d'homologie, un triangle dont les cdtés ont 
pour équations : 

/ X A, G. Bi 

(a..)§a + |p-H^r = o, (S) 

, Ri A. G, 

Donc, les sommets A^, A,, A, sont les points harmonique- 
ment associés aux droites cd^, o),, o),. 

En comparant les équations (4) et (8) on peut voir ensuite 
que les axes d'homologie 8^, 8,, Sg sont parallèles aux trans- 
versales réciproques des droites wi, w,, wj.- 

Le triangle formé par ces transversales réciproques, et le 
triangle des axes d'homologie ont pour centre d'homothétie 
le point E, centre de gravité commun. 

Désignons par a>\, w',, (o'a ces transversales ; par Q\, û',, 
û% les sommets du triangle qu'elles forment. Ces points ont 
pour coordonnées : 

"'^(ii'i)' "''(i'i'i)' ""'{i'i'w)' 

Donc, Q\, Q\^ û', sont les points harmoniquement associés 
aux axes d'homologie. Ils ont pour coordonnées 

(Ai,G„B,); (G„B„AO; (B„A„GO; 
et les côtés du triangle qu'ils forment ont pour équations : 

JOUENAL DB MATH. SPÉC. — 1887 &• 
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Aa + Cp + By = o, ' (6) 

Ga 4- Bp + Ay = o, 
Ba + Ap -+- Gy = o. 

On peut aisément démontrer que ces droites sont harmo- 
niquement associées aux centres d'homologie û^, ûj, ûj; et 
qu'elles sont parallèles aux côtés du triangle M4, M5, M^. 

On verrait aussi que les droites (5) sont parallèles aux 
transversales réciproques de (6). 

Résumons, nous voyons que : 

1** Tout triangle qui a pour sommets trois points isobariques 
de même espèce M ^, Mj, Mg est triplement homohgiqueau trian- 
gle de référence. 

Les centres d*homologie sont les points réciproques des isoba- 
riques de deuxième espèce M^, M,, Mg. 

Les axes d'homologie sont les. transversales réciproques des 
côtés du triangle M^ Mg Mg. 

2® Les sommets du triangle des axes d'homologie sont harmo- 
niquement associés aux côtés du triangle des centres d'homologie, 

3^ Les aœes d'homologie sont parallèles aux transversales réci- 
proques des côtés du triangle des centres d'homologie. 

4® Les transversales réciproques des côtés du triangle des cen- 
tres d'homologie forment un tnangle qui a pour sommets les 
points harmoniquement associés aux côtés du triangle considéré 
Ml M, M3, 

S® Les centres d'homologie sont harmoniquement associés aux 
droites qui joignent les points harmoniquement associés au^ axes 
d'homologie. 

6° Les droites qui joignent les points harmoniquement associés 
aux axes d'homologie sont parallèles aux côtés du triangle 
M4 Mg Me formé par les isobariques de deuxième espèce des 
points considéfés. 

Les propriétés précédentes s'appliquent . évidemment au 
triangle de Brocard A'B'G^ Et, dans ce cas particulier, on 
arrive aux conclusions suivantes, pour ne citer que lés prin- 
cipales : 

Les axes d'homologie d'un triangle quelconque ABG et du triangle 
de Brocard correspondant, sont les transversales réciproques du 
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triangle KOoO'^ formé par le point de'Lemoine et les réciproques 
des points de Brocard. 

Ces axes sont parallèles aux transversales réciproques des 
côtés du triangle DOO' formé par les points de Brocard et le 
réciproque dn point de Lemoine. 

Les sommets du triangle des axes d'homologie sont harmoni- 
quement associés aux côtés du triangle DOO'. 

Les points harmoniquement associés aux axes d'homologie 
appartiennent aux droites qui joignent le centre de gravité E au 
point de Lemoine et aux réciproques des points de Brocard, Ils 
forment un triangle dont les côtés sont parallèles à ceux de KOqO'q. 

Signalons ici que Tun des côtés de ce triangle est précisé- 
ment la droite 5, étudiée par M. de Longchamps dans son 
article sur le cercle A. 

Nous devons aussi rappeler que plusieurs des propriétés 
précédentes ont été signalées par M. de Longchamps dans 
l'étude citée et dans ses articles sur les points réciproques et 
potentiels d'ordre p. Ce sont celles qui se rapportent à Taxe 
d'homologie, primitivement désigné par G par. M. Brocard, 
et, actuellement, par la lettre (S). 



NOTE SUR LA TRANSFORMATION 

DES COORDONNÉES DANS l' ESPACE 

Par M. Tabbé Reboul, licencié es sciences mathématiques, 
professeur au Collège de Bellay. 



1. — Si Ton désigne par a, a, a'; 6, b\ b" ; c, c', c\ les 
cosinus que font trois axes rectangulaires OX', OY', OZ' avec 
trois axes primitifs, également rectangulaires, OX, OY, OZ, 
on a les relations connues . 

a^ + a'* 4- a"* = i ab -h dV -¥ a'b" = o 

bK-^ b'' -h b"^ = i (1) ac -I- aV + aV = o (2) 

c2 _|- e't + c''» = 1 6c + b'c' 4- bY = o 

Si Ton observe que a, 6, c; a', b\ c'; a\ b", c" sont 
les cosinus que font les axes OX, OY, OZ avec les axes 
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OX', OY' OZ', on a les six équations suivantes, équivalentes 
aux précédentes : 



o* + 6* + c* = 



aa 



cC 



.rr 



w 



a'* + 6'" + c'> = I (3) aa'' + 66" 4- ce" =^ o 
a^« 4- 6*« + c'« = I a'a'' + 6'6'' + c'c" = o 

a, a', a'; b, b', b'; c, c', c" désignant des quantités algébriques 
quelconques, les sie équations (1) et (2) sont équivalentes aux 
six équations (3) et (4). 

Pour démontrer cette proposition, par un procédé algé- 
brique direct, on peut, comme Ta montré Poisson, introduire 
six indéterminées auxiliaires ou, comme Ta indiqué M. de 
Longchamps (*) {Géométrie analytique à trois dimensions, p. 27) 
utiliser le principe de la multiplication des déterminants. 
Voici une démonstration tout à fait élémentaire et qui est 
peut-être nouvelle. 

Élevons au carré les équations (1), après avoir tout fait 
passer dans le premier, membre. 

Élevons également au carré les équations (2), puis multi- 
plions par 2. 

Additionnons les équations (i) et (t), ainsi modifiées, on a : 
(a»+a'«+a'*-i)«+(6*-h6'»-4-6'«-i)«-4-(c«+c'*+c''«-i)> / _ 
+ 2(fl6-ha'6'-haT)«+2(ac+aV+aV)*+2(6c+6V-i-6V)«i ~ ^' 
ou, en développant : 



4- a* 

-f-i 
— 2a' 



a' 



-2a'« 



'4 



-h à 



— 2a 



+ 2a*a'> 



2a«a''« 



4- 2a'^a* 



4-6* 


4-6'* 

4-1 


4-6'* 


4-26«6'« 


4-26»6'« 


4-26'«6'« 


-26« 


-26'» 


-26'« 








+c* 


4-c'* 


4-C'* 
4-1 


4-2CV* 


4-2CV* 


4-2C'V« 


— 2C' 


-2C'* 


-2C'« 









'=0. 



2a«62| 4-2a'«6'«| 4-2a'«6'*| 4-4aa'66' 1 4-4aa''66''| 4-4aV6'6' 
4-2a"c'^| 4-2aV2 1 4-2 a V>| 4- 4aa'cc' 1 4-4aa'cc' | -h^a'a'c'c" \ 
4-26»c»| 4-26V^ 1 4-26'V* 1 4-466'cc' 1 4-466'cc'' 1 4-46'6Vc'' i 

Remarquons que chaque colonne verticale représente le 



(*)Xe procédé est bien connu. G. L. 
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développement d*un carré, on a donc : 

Cette équation, dans laquelle nous supposons réelles les 
quantités a, a', a', etc., étant la somme de six carrés parfaits, 
se décompose en six autres qui ne sont autres que les équa- 
tions (3) et (4). 

2. — Proposons-nous encore d'établir Tégalité, due à 
Jacobi, 
a»6*c» -f- a'*6V» -h a'^f^c^ = a^a^a"* + 6«6'«6"« -h c^c'^c^K 
1° Les équations (2) peuvent s'écrire : 

- rb = a'ô' 4- a'b", 

- ac = ad H- a^c^ ^ 

- bc = 6V + b"c\ 

MultipUons membre à membre les équations ainsi écrites: 
- a«6'c» = [a'«6V + a'^b'c + aa' (6V + 6"c')](6'c' + 6V), 
ou: 

+ 6V)(6V + 6V). 
Si, dans le second membre de cette équation nous rem- 
plaçons (a'* 4- a'*) et aa' par leurs valeurs (2 — 6* — c'* 
_ b"> - c'% (- ô'ô'' - cV), tirées des équations (3) et (4), 
nous avons : 

- {a^b^c^ + a'»ft'«c'« + a'^fr'^c'») = (2 - 6'» - c'* - 6"« 
- c''»)6V6''c'' - (6'6' + c'c){b'c" 4- yO(6'c' 4- 6V). (A) 
2" Les équations (4) peuvent s'écrire : 

— aa' = 66' + ce' 

- aa" = bb" + ce' 

- aV == 6'6' + cV. 

Multiplions membre à membre les équations ainsi écrites : 
- aW> = [6«6'y + hc[b'c' + c'6") + t^c'c"](o'6 -4- c'c"), 
ou : 

- {a'^a'^a'^ + 6*6'«6"« + cW«) = (6« + c*)6'6Vc'' + 6c(6'c" 

+ 6V)(6'6' + c'c"). 
Si, dans le second membre de cette équation, nous rem- 
plaçons (6" 4- c') et bc par leurs valeurs (2 — 6'* — c'* — V"^ 

— c'»), (— Vc' — 6V), tirées des équations (1) et (2), nous 
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avons : 

- {a'^a'^a"^ + ¥U^¥^ + c^c'^c'^) = (2 - b'^ - c'« - 6'» 
- c'^Wc'b'c" - (6V + 6V)(6V + bY){b'b' 4- cV). (B) 
Les égalités (A) et (B) donnent : 

c'est la relation de Jacobi. 



CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. d'Ocagne. 

' ... Dans une note à laquelle je ne saurais reprocher que sa 
forme, trop flatteuse pour moi, M. Catalan émet Tavis que 
les constructions de la normale à l'ellipse que j'ai indiquées 
dernièrement sont peut-être moins commodes que celles où 
l'on fait usage des foje 'S. L'éminent professeur de l'Univer- 
sité de Liège n'aura sans doute pas pris garde qu'il s'agit là 
d'une conslruclion de chantier, La construction au moyen de 
foyers (dans laquelle on doit prendre des bissectrices) est fort 
peu commode, pour ne pas dire plus, sur le chantier. Tandis 
que dans la première de celles que j'ai proposées qui est 
incontestablement laplus pratique, tout se réduit (voir J. M. E.j 
1886, p. 29) au tracé des deux cours de parallèles M^L^, 
MjLa, M3L3,... etL^Ni, LjNa, LgN^,... Or, à l'aide d'une règle 
munie de deux glissières engagées dans des rainures paral- 
lèles, le tracé d'un nombre quelconque de droites parallèles 
est la plus simple des opérations qu'on puisse avoir à effec- 
tuer sur un chantier, et ma construction se réduit absolument 
à cette opération répétée deux fois. 

Il ne faut pas perdre de vue d'ailleurs, que les-appareilleurs 
dressent leurs épures à ta grandeur d'exécution. Il ne saurait, 
dans ces conditions, y avoir de construction plus commode 
que celle que je viens de rappeler, et j'ai recueilli là-dessus 
le témoignage d'un très grand nombre d'ingénieurs. 

M. Catalan, pour qui je professe la plus grande vénération, 
ne m'en voudra certainement pas de cette déclaration, puis- 
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qu'il ne s'agit pas d'une controverse sur le terrain géométrique, 
oii d'avance je lui rendrais les armes, mais bien sur le ter- 
rain pratique où mes fonctions m'ont permis de m'assurer 
d'une façon formelle de l'exactitude de mon observation.... 

Nota. — Pour le théorème énoncé à la page 31 et pour 
quelques propositions analogues on pourra consulter les Nou- 
velles Annales i%m fp. 95-96; p. 23S-238), et 1863 (p. 326-328). 

Ce renseignement nous a été fourni par M. Brocard. 

Un autre correspondant, M. Goulard, professeur au lycée 
de Marseille, nous signale ce même théorème comme pro- 
posé dans la Géométrie analytique de Briot et Bouquet dans 
la forme suivante ; 

Étant donnés une ellipse et le cercle construit sur le grand 
axe comme diamètre ^ on mène les normales au cercle et à V ellipse 
aux points situés sur une même perpendiculaire au grand axe; 
trouver le lieu du point dHntersection de ces deux normales. 

Quoi qu'il en soit du théorème énoncé à la page 31, la con- 
struction indiquée, dans la note en question, pages 29 et 30, 
pour le tracé de la normale à l'ellipse nous a paru nouvelle ; 
dans tous les cas, elle est incontestablement simple et remar- 
quable. G. L. 



QUESTIONS D'EXAMEN 



5, — Démontrer que la plus courte distance de deux droites 
A, A' tangentes à une courbe gauche T et infiniment voisines ^ est 
un infiniment petit du troisième ordre. 

Cette proposition • (*) due à Bouquet (V» Bertrand, Calcul 
différentiel, p. 604) peut s'établir à la manière suivante. 



(*) La droite A, dont il est ici question, et qui reste tangente aune courbe 
gauche donnée, engendre, comme Ton sait, une surface développahle. Si 
Ton considère des surfaces gauches quelconques, le théorème correspon- 
dant à celui qui nous occupe s^énonce ainsi : Dam une surface gatiche la 
plus courte dislance de deux génératrices infiniment vonines est du même 
ordre infinitésimal que l'angle de ces génératrices. 
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Soient Xy y, r, les coordonnées d'un point M sur F ; l'équa- 
tion de la tangente A est comme Ton sait, 

X-a; ^ Y-y ^ Z-s 
dx dy dz ^ * 

Prenons sur F un point yoisin M' et soient a; + Sa?» y -¥- By, 
z + ZSy ses coordonnées; la tangente A' en M' est représentée 
par les égalités 

X — a; — 8a;_T — y— 8i/_Z— j5 — Sa 
d(x-h^) "~ d{y-h^y) "" d(z-hhz) 
La plus courte distance C des droites A, A' est, d'après une 
formule connue (C. Jf. S., t. Ill, p. 66). 

ox Zy hz 

dx dy dz 

d(x ■+■ Soc) d{y + ly) d{z + tz 



(2) 



C 



(3) 



^[dxd(y + Zy) — dyd{x 4- 8a;)]* 
Dans toutes ces formules, nous supposons que x, y^ % 
représentent des fonctions d'un paramètre variable t et nous 
allons montrer que, dans l'égalité (3), le numérateur est un 
infiniment petit du sixième ordre, tandis que le dénomina- 
teur est du troisième ordre seulement. 

La formule 

d^x d^x 
(A) 8a; = dx + 

donne 



I .2 



I .2.3 



d(8a;) = d^x H h • • • 

D'après cela, le numérateur de la formule (3) peut s'écrire 



ou 



6x — dx 
dx 

dx '\- d\lx) 

d*x. . . 

dx 
d^x 






Zy -dy 
dy 

dy 4- d[Zy] 

d'y,.. 

dy 
d^y 

^-^^^^^ • • • 

1.2 



Bz — dz 
dz 
dz 4- d{^z) ; 

d^z . . . 

dz 
d'z 

I .2 



et, sous cette forme, on voit immédiatement que la valeur 
principale du numérateur est un infiniment petit du sixième 
ordre. 
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Quant au dénominateur, l'un des termes qui constitue la 
quantité soumise au radical est 

{ dœ[dy + d(8y)] - dy[dx + d{hx)] |% 
ou 

I dxd^y 4- ... — dyd^x. . . p. 

La valeur principale du dénominateur est donc égale a D, 
en posant 

D = \/(dœd*y - dyd^zY + {dyd'z - dzd^yY + {dzd^x - dxd^zY ; 
D est donc un infiniment petit du troisième ordre. 

Cette expression ise rencontre dans un grand nombre de 
questions d'analyse, relatives aux courbes gauches, et l'on sait, 
notamment (Bertrand, loc. cit.; p. 616), que 

D = — , 
P 
p désignant le rayon de courbure et ds la différentielle de 

l'arc. On voit donc que D n'est pas nul, si p n'est pas infini. 

Le théorème énoncé se trouve donc établi, du moins dans 

le cas général; mais, pour rendre la démonstration tout à fait 

précise il resterait encore à montrer que le numérateur, 

abstraction faite du cas des courbes planes, ne s'abaisse 

jamais, au point de vue infinitésimal, au dessous du sixième 

ordre (*). 

Remarque. — La formule (A), que nous avons utilisée ci- 
dessus, est une conséquence immédiate de la série de Taylor 
(Bertrand, p. 285). 

Posons 

f(x 4- A) = ^x)-h'-^'(x)^ —^"i^) + • • • +/-;rr7ïï^''"'^^"^^^)' 

et représentons <p(aî) par y, h par dx; alors la différence 
<f{x-hh)—(f(x) est égale à l'accroissement dey, c'est ce qu'on 
représente par 8y ; nous avons donc 

dx 1.2 dx^ 
ou 

d'y 



8y = dj/ + 



I .2 



(*) Voyez, à ce propos, la note de AI. Amigues, p. 101 
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QUESTION 85 

Solution par M. Charles Martin, élève au Lycée Gondorcet. 



On considère un cercle rapporté à deux diamètres rectangu- 
laires Ox, Oy. Soient A, A', deux tangentes parallèles fixes et 
PMQ, une tangente mobile^ ayant M pour point de contact et 
rencontrant A en P, A' en Q ; ^® sur MF et MQ, on décrit 
des cercles; le lieu décrit par le centre de simililudede ces circon- 
férences est une quartique unicursale. — 2** Soit B le point de 
contact de A avec G; la droite BM rencontre te cercle, décrit 
sur PQ comme diamètre, en des points dont le lieu est une cubique. 

(G. L,) 

Calculons les coordonnées du centre de similitude de ces 
deux cercles, en appliquant les formules connues ; 

aW - a'R 



1*/ — - 



R' - K 
blV - b'R 
^- R'-R ' 

a, b, a\ b' désignant les coordonnées des contres des deux 
cercles et R et R' leurs rayons. 

Prenons pour axe des y le diamètre perpendiculaire à la 
direction des tangentes fixes. 

Les coordonnées du point M sont : R cos cp, R sin 9 

, ^ R(i — sinç) ^ 

celles de P : -^^ ^ » R ; 

COScp 

, ^ R(îH-sin©) ^ 

celles de Q : — ^ ^ - R; 

COS(p 

On aura donc pour a, 6, a\ b\ R et R' les valeurs suivantes : 

R / I — sin cp\ , R , . . 

a ^ — cos 9 H -) 6 = — (i + sm ©) 

2\ cos 9 / 2 ^ 

R / _ I + sin9\ i^f ^, • V 

a = — ( cos 9 H 6 = — ( I — sin <p) 

2\ ^ C0S9 / 2 ^' 

R(i — sin 9) R I 4- sin 9 

JX z=z — — K = — 

2 COB 9 2 COS 9 
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En substituant ces valeurs dans les expressions de x et de 
y, on obtient : 

R 

a? = — cos cp, 

2 

R I -H sin*9 

y =^ ; 

2 cos cp 

sin cp et cos cp s'exprimant en fonction d'un seul paramètre /, 
la courbe est donc une unicursale. Son équation cartésienne 
est : 

ix*{x^ + y^) - R»(4aî« + 1/*) + R* = o, 

R R 

quartique circulaire, admettant les droites x = — , x = ^ 

2 <£ 

comme asymptotes, et l'origine comme centre. Elle a deux 

R R 

points doubles isolés, sur Taxe des a?, d'abscisses-rz y=^'j 

y 2 V 2 

enfin elle est tangente au cercle c aux points de coordonées 

(O, R); (0,-R). 

2*^ Le cercle décrit sur PQ comme diamètre est tangent à 

Torigine à Taxe Oy. Son centre est sur l'axe des x et son rayon 

est . Son équation est donc : 

COS(p 

R 

a:* -+- w' — 2 X = o. 

COSip 

L'équation de la droite BM est; 

x{i — sin îp) + (y — R) cos 9 = o. 
L'équation du lieu s'obtient en éliminant <p entre ces deux 
équations. On trouve l'équation : 

(x* 4- y^)y — 2R«y h- R« == o 

cubique circulaire, admettant l'axe Ox comme asymptote et 
coupant l'axe Oy en trois points dont les ordanii^es sont : 

R, — (y/S ~ i) > (v/5 -h i) ; de plus, elle est symétrique 

2 2 

par rapport à cet axe. 
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VARIÉTÉS 



SUR LES FONDEMENTS DU CALCUL 

INFINITÉSIMAL 

Par M. G. Mllhaud, professeur de Mathématiques spéciales 

au Lycée du Havre. 

(Suite, voir p. 91.) 



Lorsque nous avons considéré la fonction y = x^, nous 

Aï/ 
avons dit que le rapport — ^ a pour limite 2x; en d'autres 

itX 

termes, quand des deux points M et M' le second s'approche 

Ay 
du premier en restant sur la courbe, la valeur ■— s'approche 

autant qu'on le veut de 2X, Mais, dira-t-on, si de la rela- 
tion — = tg a, on déduit pour l'angle a^ de la tangente 

2X = tg a^ 

ne se place-t-on pas à l'instant ou Aar et Ay sont nuls, ou 

M' est venu coïncider avec M, où la sécante est venue prendre 

la position de la tangente? Nullement. On considère deux 

Ay 
variables constamment égales ou identiques —^ et ter a; en 

Ax 

d'autres termes, on a deux formes différentes, deux expres- 
sions analytiques d'une même valeur. 

Av 
L'expression -^ se prête à un calcul très 

simple qui donne 2a? pour la limite de ce 
rapport. D'un autre côté a^ est, par défi- 
nition même, la limite de l'angle a de la 
sécante avec la même direction. La défi- 
nition de la tangente trigonométrique 
d'un arc montre immédiatement que si a se rapproche de a| , tg a 
tend vers tg a^. Par conséquent, la deuxième expression tga 
conduit 8 la limite tg a^. Il résulte de là que 20? = tg a^. 
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Il n'y a rien là qui ressemble à Tapplication d'un principe 
de raison suffisante, suivant lequel ce qui est vrai quel que 
soit Ace, le sera encore à l'instant ob. Ax est nul. On ne se 
place pas à cet instant. On ne suppose nullement que le 
point mobile M' de la courbe ait achevé le chemin MM', ni 
que la rotation de la sécante Tait amenée à coïncider avec la 
tangente. Ce sont là des considérations d'un ordre absolu- 
ment étranger à la simple notion de limite. 

Mais il est une opinion diamétralement opposée à celle 
que nous venons de réfuter, aussi fréquente, et non moins 
inexacte. 

M. Gh. de Freycinet, dans son étude sur l'analyse infini- 
tésimale, nous parait l'avoir nettement formulée. 

« Ce qui caractérise la limite, c'est à la fois que la variable 
puisse en- approcher autant qu'on le veut, et néanmoins qu'elle 
ne puisse jamais Vatteindre rigoureiisemenL Car, pour satisfaire 
à cette condition, il faudrait la réalisation d'une certaine 
infinité qui nous est interdite. Ainsi, pour que les poly- 
gones se confondissent exactement avec le cercle, il faudrait 
que le nombre des, côtés devint infini.., La condition d'in- 
finité, mêlée à ces questions leur enlève toute espèce de 
sens, on doit s'en tenir à l'idée d'une approximation indé- 
finie, c'est-à-dire de plus en plus grande à mesure que le 
nombre des côtés du polygone augmente davantage. » 

Sans doute il faut qu'on s'en tienne à cette dernière idée, 
mais uniquement parce qu'elle seule est comprise dans la 
notion de limite; nullement parce que cette notion exclut 
la possibilité que la variable atteigne sa limite. 

D'abord, dans quel sens entend-on que la variable n'atteint 
pas sa limite ? Quelques lignes du même auteur vont nous 
éclairer : « Le propre de la limite, et ce qui fait que la 
variable ne l'atteint jamais exactement, c'est d'avoir une 
définition autre que celle de la variable, et la variable de 
son côté, tout en approchant de plus en plus de la limite 
ne doit jamais cesser de satisfaire à sa définition première. 
Cette circonstance capitale de deux définitions logiquement 
distinctes et telles néanmoins que les objets définis peuvent 
s'approcher de plus en plus l'un de l'autre, rend compte de 
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ce que paraît avoir d'étrange Timpossibilité de faire coïncider 
exactement deux quantités dont on est maître d'ailleurs de 
diminuer la différence au-delà de toute expression. » 

Sans aucun doute, la manière dont est comprise ici la 
question de savoir si la variable atteint sa limite revient à celle- 
ci : la limite est-elle un état possible pour la grandeur qui 
varie? Indépendamment de toute espèce de variation, existe- 
t-il un état de la grandeur qui soit précisément celui que 
définit la limite ? 

Pour répondre à cette question, en même temps que pour 
réfuter Topinion que nous venons de citer, il suffit de se 
reporter à la définition de la limite. 

La limite A, de X, est telle que la différence A — X peut 
devenir plus petite que toute quantité donnée e. Je demande 
alors quel peut être le sens de cette différence, si A et X 
ne désignent pas les deux états d'une même grandeur. 

Il ne peut intervenir dans un calcul, dans un raisonnement, 
dans une proposition mathématique quelconque, que Ja diffé- 
rence de deux grandeurs de même espèce, c'est-à-dire ayant 
la même définition mathématique. Si A et X ne sont pas de 
même nature, il ne saurait plus être question que d'une 
différence en qualité; — mais alors comment apprécier, 
comment mesurer cette différence ; dans quel sens entendre 
qu'elle sera moindre qu'un élément £...?... 

A, est nécessairement, en vertu de la définition même de 
la limite, un état particulier de la grandeur qui varie. Les 
objections, que semblent fournir quelques exemples bien 
connus, sont dus uniquement à un abus de langage et à une 
confusion d'idées. 

Ainsi, la circonférence est, dit-on, la limite d'un polygone 
dont le nombre des côtés augmente indéfiniment. Quand 
on parle ainsi, on entend évidemment que la figure formée 
par le polygone ressemble de plus en plus à la circonférence. 
Ce langage est permis, puisqu'il exprime une idée nette de 
l'esprit. Mais, ni cette façon de parler, ni l'idée de cette res- 
semblance, ne sont admises en mathématiques. Il y a là abus 
du mot limite. Ce qui est rigoureusement mathématique, 
c'est la considération de telle ou telle quantité variable don 
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l'existence et la nature sont liées à celles de la courbe, par 
exemple, la longueur de la circonférence. 

On appelle ainsi la limite (dont on a soin de démontrer 
l'existence) du périmètre d'un polygone inscrit, dont le 
nombre des côtés augmente indéfiniment, en même temps 
que chacun tend vers zéro. Cet élément de la circonférence 
qu'on nomme sa longueur, est donc l'état particulier d'une 
grandeur de l'espèce longueur, tout comme le périmètre de 
chaque polygone inscrit. Pour fixer les idées, supposons 
qu'on porte la longueur d'un quelconque des périmètres sur 
la droite ox, à partir d'un point 0. 

Soient A 1, OAj, .. OAn, ... une série d'états différents 

de cette variable. On démontre . j- 

qu'elle a une limite, cela veut ** ^» ^" ^» ^ 

dire qu'il existe un point L sur ox, dont le point An s'ap- 
proche autant qu'on veut ; OL représente donc la limite des 
périmètres des polygones inscrits. C'est une longueur, tout 
comme An, une quantité de même nature, qui en diffère de 
la même manière que deux états quelconques de la variable 
OAp et 0A„ diffèrent entre eux. 

Considérons encore Taire du cercle. Elle est égale (ce n'est 
plus ici une définition, mais l'objet d'une démonstration) à 
la limite des aires des polygones inscrits. Chacun des états 
de la variable est une surface définie par le nombre de 
mètres carrés ou de fractions de mètres carrés qu'il faut 
juxtaposer pour la recouvrir. En supposant, par exemple, 
que les polygones inscrits restent réguliers, leur surface est 

exprimée par —>/> étant le périmètre, h l'apothème. La quan- 

tité ainsi mesurée peut se représenter par un rectangle dont 

l'un des côtés soit p et l'autre-» Lorsque le nombre des côtés 

augmente indéfiniment ^ a pour limite la longueur de la 
circonférence (OL), h a pour limite le rayon du cercle. Le 
rectangle construit sur ces deux longueurs représente la 
limite de l'aire des polygones inscrits. Cette limite, l'aire du 
cercle, n'est-elle pas une quantité de même espèce que la 
variable? n'est-elle pas un état particulier de cette quantité 
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qu'on appelle une aire, et dont la définition mathématique 
ne porte que sur son rapport à l'unité de surface, sans tenir 
aucun compte de la forme du contour? 

Sans doute, on dit couramment en mathématiques qu'une 
certaine courbe a pour limite une courbe d'une autre espèce ; 
par exemple, une ellipse se déformant dans des conditions 
déterminées a pour limite une parabole. Mais on entend 
alors que l'ordonnée d'un point quelconque de l'ellipse, a 
pour limite l'ordonnée du point de la parabole qui a même 
abscisse. La quantité variable est, ici, cette ordonnée géné- 
rale d'un point de la courbe. 

En somme il y à là un point qui touche à la nature même 
des mathématiques : une courbe n'est pas, par sa forme^ un être 
mathématique — mais bien par certaines quantités liées à 
son existence. Le cercle n'est nullement ce rond que nous 
représente notre imagination : le mathématicien ne connais 
que les points de cerclCj les extrémités de distances mesurées 
par un nombre fixe et comptées dans n'importe quelle direc^ 
tion à partir d'un point fixe. Il se trouve qu'en faisant se 
mouvoir, d'un mouvement continu, le point qui vient d'être 
défini, on engendre une ligne qui, pour notre esprit, est doué 
d'une certaine forme spéciale. Cette forme est une qualité, 
résultant nécessairement de la définition des points de cercle, 
mais qui n'intervient pas dans les déductions mathématiques. 

(A suivre.) 



Rectification. — Ajouter à la note placée au bas de la p. 81, le signa- 
lement d'une note publiée par M. d'Ocagne (J. M. E., 1885; p. 204.) 



Le Directeur-Gérant, 
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TRACÉ PAR POINTS 

AVEC LA RÈGLE ET l'ÉQUERRE, DUNE CONIQUE DONT ON CONNAIT 
DEUX SOMMETS ET UN POJNT DE LA COURBE 

Par M. Clément Tliirj» étudiant à la Faculté des Sciences de Gand. 



M. de Longchamps dans son Traité de Géométrie analytique, 
p. 381, ainsi que dans ses intéressants articles sur la Géomé- 
trie de la règle et de Véquerre, indique un tracé, point par 
point (tracé s'effectuant au moyen de la règle et de Téquerre), 
pour une ellipse, dont on connaît : un point quelconque M et 
deux sommets A et A'. M. de Longchamps fait découler sa 
construction du théorème suivant. 

Soient AA' deux sommets et M un point quelconque de l'ellipse; 
la perpendiculaire à AM, en A, rencontre A'M en un point l; 
Co point décrit une droite A, perpendiculaire à AA'. 

Au moyen de cette remarque, une fois que la droite A est 
tracée, on voit comment on obtient aisément (avec la règle et 
réquerre seulement) autant de points que Ton veut de Tellipse. 

Cette construction, au point de vue graphique, offre un 
inconvénient évident, que M. de Longchamps nous a signalé 
lui-même, si la forme de Tellipse diffère peu de celle du 
cercle; c'est-à-dire, si 
Vexcentricité de la coni- 
que est petite. Dans ce 
cas, on voit que A sort 
des limites de Tépure. 

Voici un théorème, 
plus général que celui 
que nous venons de rap- a'| 
peler; il permet de répon- 
dre à la difficulté prati- 
que, signalée ici. 

Si du point de rencontre I de A'M avec une perpendicu- 
laire quelconque A, à AA', on abaisse une perpendiculaire 
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sur MA, cette perpendiculaire passe constamment par un 

point fixe P. 

En effet, Tellipse étant rapportée à ses axes, soit 

y = m(x + a), 
réquation de A'M 

Si m et m" sont les coefficients angulaires de AM et de PI, 

6* 



f - « 



on a ' mm = > m m = — i ; 



a» 



a* 
d'où w" = m — • 

Soit y == hy réquation de A, celle de PI sera 

a» 

y — m{h -h a) = m —(x — h). 

En faisant y = o, on trouve 

Le point P est donc fixe. 

Ce théorème, qui a lieu également, avec les modifications 
convenables, pour l'hyperbole et la parabole, est encore vrai 
pour les deux autres sommets B et B'. Appliquons-le main- 
tenant au tracé, avec la règle et l'équerre, d'une conique 
dont on connaît deux sommets (A et A' par exemple) et un 
point M de la courbe. 

Prenons A arbitrairement, mais dans les limites de Vépure; 
le point M nous donnera le point fixe P. 

Cela fait, on joindra le point P à un point quelconque I 
de AK et la perpendiculaire à PI, menée par A, rencontrera 
TA' en un point de la courbe. 



SUR LES COURBES ALGÉBRIQUES 

DE DEGRÉ QUELCONQUE 
Par M. Maurice d'Ocag^ne. 



L'équation de la courbe algébrique de degré n la plus 
générale s'écrit, en coordonnées polaires, 

Onp*» + Qn-ip"-* +^ H- QlP + Qo = 0, (1) 

Q< étant une forme homogène de degré i en sin (o et cos cd. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 123 

Coupons cette courbe par une droite menée par Torigine 
(qui est un point quelconque de son plan) et appelons pi, 
P2, ..., pn les vecteurs des points d'intersection. 

Divisant la somme des produits n — i à n — i de ces 
vecteurs par leur produit, on a, en vertu de Téquation (1), 

21 _ (— i)'*"*Oi _ A cos (0 -h B sin co ^. 

le signe S s'étendant aux valeurs 1, 2, 3, . . . , n, de l'indice i. 
De là, cette propriété bien connue : 

Théorème I. — Le lieu du centre des moyennes harmoniques ^ 
par rapport au point 0, des points d'intersection d'une droite 
pivotant autour de ce point et d'une courbe algébrique quelconque G 
est vue droite. 

Cette droite a, comme on sait, reçu le nom ô!acce harmo^ 
nique du point par rapport à la courbe G. 

Nous allons, de la formule (1), tirer d'autres théorèmes, 
en faisant usage des formules suivantes (*) ou ai représente 
l'angle de la tangente avec le rayon vecteur, N» la normale 
limitée à la perpendiculaire au rayon vecteur menée par 
l'origine 0, R. le rayon de courbure 

d^i = pt cot ajdo) (3) 

rfa<= f^- ijdo). (4) 

Différentions (2) ; il vient 






dpi — A sin 0) H- B cos w 



d 



0), 



P? Qo 

ou, d'aprës (3) 

S cot oLi A sin (0 — B cos w ,„. 

— = q:; ^'^ 

Appelons p'i, p'j, p'j, ... les sous-tangenles correspondant 
à pi, pi, Ps, . .., w' l'angle polaire de la droite sur laquelle 
sont comptées ces sous-tangentes. Nous avons 

p^ .= Pi tang a», et o) = — h (o . 

2 



\*) Voir ma note sur les transformations centrales des courbes planes 
{MathésiSy 1884.) 
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Par suite, la formule (5) peut s'écrire 

21 A cos (o' -h B sin co' 

c'est-à-dire que ; 

Théorème II. — Si une droite 8 pivotant autour du point 
coupe une courbe algébrique G de degré n aux points M^, 
Mj . . . , Mn, et que les tangentes en ces points à la courbe G 
coupent aux points T^, T,, ..., T», la perpendiculaire menée 
en a la droite 8, le centre des moyennes harmoniques des 
points Ti, T„ ..., T„, relativement au point 0, se trouve sur 
Vaxe harmonique de ce point pat rapport à la courbe G. 

DifFérentions encore la formule (5) ; il vient 

2cot a» j K-^ dxi A cos (o -h B sin co 
: dOi — > , r-r— = t: Ctlù, 

ou, en tenant compte des formules (2), (3) et (4), 

2cot*ai Y^ I /Nj \ _ "^ 1 
""^î ^ Pi sin'» ^Aii J ~ ^ii' 

ou encore 

piR, sin» ai -^ Pi -^ Pi ' 
c'est-à-dire 

d'oïl ce théorème : 

Théorème III^ — La somme des inverses des produits des 
rayons de courbure aux points ou une courbe algébrique est coupée 
par une droite quelconque, par les cubes des sinus des angles cor- 
respondants de cette courbe et de cette droitCy est nulle. 

Dans le cas où la courbe est une conique, soient R^ et R, 
les rayons de courbure en deux points M^ et M^ ; les tangentes 
en ces points se coupant au point T, posons M^T = t^, 
MjT = t2. La formule (6) donne alors 

Ri __ /i 

G'est une propriété bien connue. J'en ai déduit {*) que 



(*) Nouv. Ann. de Mathém^ 3' série, t. II, p. 462. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 12S 

si r^ et r^ sont les projections de R^ et R, sur la corde Mj M^, 
les parallèles respectivement menées par r^ et rjà M^T elMjT 
se coupent sur la symédiane issue de T dans le triangle M^TMj. 

Une classe intéressante de courbes algébriques, constituant, 
à certain égard, une généralisation du cercle, est formée par 
celles qui n'admettent d'autres directions asymptotiques que 
les directions isotropes, et que, pour cette raison, nous 
nommerons des courbes isolropiques, (*) 

L'équation cartésienne d'une telle courbe, qui ne saurait 
être que de degré pair, est de la forme 

(x* 4- y^y H- H2P-1 -h H2p_2 -h ... 4- Hi 4- Ho = o, 
H„ représentant une forme homogène, de degré i, en x et y. 
Son équation polaire sera dès lors 

p2p + p2l>-lQ2p_, + . . . -f. pQ, + Q, = o, (7) 

Qï, étant une forme homogène, de degré e, en sin w et cos w. 

Si une droite menée par l'origine coupe la courbe en des 

points dont les vecteurs sont p^, pj, . . : p2py l'équation (7) 

montre que 

P1P2 • • • p2p = Qo» (8) 

et, comme l'origine est un point quelconque, on peut énoncer 

ce théorème. 

Théorème IV. — Le produit des distances d*un point 
quelconque aux points de rencontre d'une courbe isotropique et 
d'une droite menée par le point est constant, quelle que soit la 
direction de cette droite, 

Qq étant la même chose que Hq, on voit qu'on peut com- 
pléter ce théorème (en appelant, comme Laguerre, puissance 
d'un point par rapport à une courbe le résultat de la subs- 
titution des coordonnées du point dans le premier membre 
de l'équation de la courbe) de la manière suivante ; 

Ce produit constant est égal à la puissance du point par 
rapport à la courbe isotropique considérée, 

(*) Ces courbes isotropiques, abstraction faite du mot (d'ailleurs bien 
choisi) que propose ici M. d'Ocagne. ont été considérées déjà. Voyez no- 
tiamment, à propos de certaines propriétés des RosetteSf étendues à ces 
courbes, un article des Nouvelles Annales, 1848 ; p. 214 

G« L. 
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Considérons deux courbes isotropiques de même degré 

(x^ 4- y»)P -4- U = o, 
{x^ -h y^)P + V = o. 
Le lieu des points d'égale puissance par rapport à ces 
deux courbes, qu'on pourrait appeler courbe radicale, sera 

U - V :=z O, 

et, comme U et V sont généralement de degré 2n — i, il 
en sera de même de la courbe radicale. Prenons une troisième 
courbe isotropique de même degré. 

{x^ 4- j/»)P + W = G. 
Ses courbes radicales avec les deux précédentes seront 

W - U = G 

W ~ V =: G 

dont les (2W — i)* points d'intersection se trouvent sur la 
courbe radicale des deux premières. Ce seront les centres 
radicaux des trois courbes. 
Prenant la différentielle logarithmique de (8), on a 

ou, diaprés (3), ^ cot a^ == o. (9) 

De là, puisque l'origine est un point quelconque, ce 
théorème : 

Théorème V. — La somme des cotangentes des angles sous 
lesquels une courbe isotropique est rencontrée par une droite 
quelconque de son plan est nulle, 

Différentions (9); il vient 

2-^= 
sin^a, "' 

ou, d'après (4), ^'f^^^A^o. ^ (10) 



Donc : 



Théorème VI. — Si une droite quelconque coupe une 
courbe isotropique sous les angles a^, a,, aj,... en des points où 
les rayons de courbure sont R^, R,, Rs,... et qu'une perpendicur 
laire quelconque à cette droite détermine sur les normales corres- 
pondantes, à partir de leurs pieds respectifs, les segments Ni, 
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Nj, Ng,... on a 



Ssin^aARi V """' 



Pour une autre perpendiculaire à la droite considérée, on 
aurait 

2^î^(ï^~ i) = o; 

-___ — . _i_^ — l — o, 
sin* a, Ri 

^-J Rj sin'ai 
On retombe ainsi sur la propriété énoncée dans le théo- 
rème III pour les courbesalgébriquesabsolumentquelconques. 
Gomme exemple de courbe isotropique, je citerai la quar- 
tique unicursale à laquelle j*ai dernièrement consacré une 
étude (*). On voit que tous les théorèmes contenus dans le 
§ 7 de cette étude appartiennent soit aux courbes isotropiques 
générales coupées par une droite quelconque, soit même 
aux courbes algébriques absolument quelconques. C'est donc 
à tort que ces théorèmes ont figuré au nombre des propriétés 
particulières de la quartique unicursale eji question. 

GÉOiMÉTRlE DU TRIANGLE 

(ÉTUDE BIBLIOGRAPHIQUE ET TERMINOLOGIQUE) 

Par M. Emile Visarlé. 

(Suite, voir p. 58). 



18. Points complémentaires (M, Mç) et anti^om- 
plémentaires (M, M_c) dans un système quelconque 

de coordonnées. — Etant donné un point M dont les 
coordonnées dans un système quelconque par rapport au 
triangle de référence ABC sont ?, tj, Ç on peut toujours lui 
faire correspondre un second point que nous noterons par 
Me et qui a pour coordonnées : 

(*) Journal de Mathématiques Spéciales, p. 79, 97 et 121. 
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7| + Ç, Ç + ?, ? -4- 71 ; 
nous dirons que Me est le point complémentaire de M dans le 
système de coordonnées qu'on a adopté et que M est le point 
anti-complémentaire de Me (*)* 

Les coordonnées du point anti-complémentaire de M que 
nous noterons par (M_ c) seront : 

Il est bien entendu que nous ne donnons ici que des 
valeurs proportionnelles aux coordonnées et non pas les 
coordonnées absolues. 

Les points qui coïncident avec leurs complémentaires sont 
donnés par les équations : 



qui admettent deux solutions 

5 4- Y) +Ç = G. 

La première donne un point déterminé L, la seconde une 
droite déterminée X qui est la droite harmoniquement asso- 
ciée à L. Le point L se transforme donc en lui-môme et tout 
point de la droite X jouit de cette propriété. 

Si Ton calcule les coordonnées d'une suite de points complé- 
mentaires on trouve : 

^ + C, Ch-?, $ + 71, 

2Ï + 71 +. Ç, 2-0 4- Ç 4- ?, 2i; 4- Ç 4- 71, 



expression que Ton peut remplacer par 

$ + G(7i + 0, 71 + Gi$ H- Ç), Ç + G(5 + 7i) 

(•) Voir la note jointe au § 20. 

On peut consulter sur les points complémentaires et anti-complémen- 
taii'cs : 

E. Hain. — Archiv der Physik und Malhematiks von Grunert, octobre 
1885, p. 214-217. 

G. de Longchamps. — /. E., 1886, p. 131, 276. — A. F,, Nancy. 1886. 

E. Lemoine. — A, F,j Nancy, 1886. 

J. Neuberg. — J. S,, décembre 1886, p. 265-269. 

E. Vigarié. — M,, 1887; la première partie de celle note est résumée 
dans le § 18 ci-dessus. 
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G étant un coefficient variable qui oscille autour de Tunité 
et a pour limite i . Donc les coordonnées tendent à devenir 
égales. De là on conclut que, une suite de points, dont chacun 
est le complémentaire du précédent, a pour limite le point L. 

Deux points complémentaires (M, Me) sont en ligne droite 
avec le point L. — Car tout point N de la droite MM^ a des 
coordonnées de la forme (*) 

ml + n(7i + Ç), mïi + n(Ç + î), mÇ + n{l 4- ti), 

n NM 

le rapport — étant proportionnel à jTTf Si Ton fait m = n 

on trouve trois quantités égales, c'est-à-dire les coordonnées 
du point L. 

Si P est le point dintersection de X avec M Me, le rapport 

anharmoniqvs : 

LM PM 



LMc PMc 
a la valeur constante (—2). 

En effet, représentons les coordonnées de L et P par 

ml 4- n{n 4- Ç), m-ri 4- n{l 4- Ç)> wiÇ 4- n(l 4- tj), 
m^l 4- n^{ri +? ), m^y^ 4- ni{l 4- Ç), m^Ç 4- n^(i 4- yi\ 

LM ^ PM^_ n^ ni 

LMc ' PMc ~' m' m^ 

Si on exprime que les coordonnées de P vérifient l'équa- 
tion de X, on trouve : 
mil 4- ni(7i + C) H- m^ri 4- n^(l 4- Ç) + mi? -hn^H 4- ti) =s 0. 



(*) Les coordonnées normales absolues du point N qui divise la dis- 
lance des points M, Me ayant pour coordonnées absolues {x, y, z) la?„y„ ij,) 

NM n ^mx-hnx^ my-hnyï mx-hnzt _,. 

dans le rapport rrrrr- = — — sont -— — — — t ^.„ » ""ZTTT"* ^* 

les coordonnées sont prises dans un autre système,mais sont toujours 
absolues (c'est-à-dire vérifient l'identité fondamentale analogue à 
ax-\-by-hcz=: 2S) les mômes formules conviennent. Mais si (x, y, z] 
[Xiy î/i, »i) diflfôrent des coordonnées absolues par des facteurs que nous 
supposerons être respectivement X et Xi, les coordonnées sont : 
Xa?.NMc — Xia?».NM Xy.NMc — X.yi.NM Xs.NMc — Xjgi.NM 

NMc — NM * NMc — NM ' NMc — NM ' 

on voit par là que les coordonnées de N sont de la forme (mx 4- nXiU 

Imy -h ny.), (m? 4- na,) 

m X NMc 

n A, MN 

JOURNAL DB IIATH. SPiC. — 1887 6. 
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Fob ^ = - 2. 

Et comme on a déjà vu que n = m, on a bien : 

LM PM _ nn^ _ 

LMc ' PMc "~ w ' wii "" 
De là on déduit les propriétés suivantes : 

1® Le rapport des distances du point limite L au point 
M et à son complémentaire Me dépend de la position du 
point donné M. 

2® La droite qui joint un point à son complémentaire 
passe par le point limite L. 

3® Le rapport anharmonique des quatre points M, Me , P, L 
est constant et égal à (— 2). 

Etant donnée une figure quelconque F, les complémentaires 
des différents points de F forment une figure Fc appelée 
figure complémentaire de F ; de même F est la figure anli- 
complémentaire de Fc, 

Une droite d a pour figure complémentaire une droite de ; 
le point de rencontre de d avec X étant son propre homo- 
logue appartient aussi à la droite de donc : 

Deux droites complémentaires ou anticomplémentaires se 
coupent sur X. 

Cette propriété, jointe à celle des points complémentaires, 
d'être alignés avec L, montre que deux figures complémen- 
taires ou anticomplémentaires sont homologiques, le centre 
d'homologie étant L et Taxe d'homologie X. 

Soient L', L", L'" les points de rencontre de AL, BL, CL 
avec BG, GA, AB; ces points sont les complémentaires de 
A, B, G. Cette remarque nous conduit à la construction sui- 
vante du point Me complémentaire d'un point donné M : 

On joint U au point de rencontre de AM avec X ; cette droite 
coupera LM au point cherché Me: 

19. Points supplémentaires (M, M<,) et points anti- 
supplémentaires (M, M-ff). — Lorsque les coordonnées 
sont normales, le point M(a?, y, z) a pour complémentaire 
le point {y -\- z, z -{- Xy a; -f- y) que nous noterons par la' 
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lettre M» et que nous appellerons, comme l'a proposé M. J. 
Neuberg {J. E. 1886, p. 276), point supplémentaire de M. Le 
point antisupplémentaire de M sera : 

M_<,(— x + y-hz, x — y-hs, x-^-y — z). 
Le point limite L est le centre du aercle inscrit à ABC, 
et la droite X passe par les pieds des bissectrices extérieures. 

20. Points complémentaires (M, M^) et points 
anticomplémentaires (M, M^^V (Complémentaires et anti- 
complémentaires barycentriques). — Le cas le plus simple des 
figures complémentaires est celui oii les coordonnées sont 
barycentriques, c'^est aussi le plus important. Pour ce motif 
nous sous-entendrons le mot barycentriques et quand nous 
dirons simplement points complémentaires ce sera les points 
complémentaîi'es barycentriques que nous aurons en vue. 

Dans les autres cas (sauf celui où les coordonnées sont nor- 
males) on devra expliciter le système de coordonnées que 
Ton emploie. 

A un point donné M (a, p, y) correspondra un point com- 
plémentaire (*) que nous noterons par la lettre M^ et un point 
anticomplémentaire que nous désignerons par M.^. 



(*i La méthode de transformation que nous étudions dans ces para- 
graphes a été indiquée pour la première fois par N. E. Hain [Archives 
de Grunert, 1885, p. 214). M. E. Ilaln proposait d'appeler poi/ite compté- 
mentaireSj lea points dont il a été question ci-dessus, dans le sysième des 
coordonuées normales. M. de Long-Champs a généralisé cette idée et a pro- 
posé, pour éviter toute ambiguïté, d'expliciter le système de coordonnées 
que Ton emploie; il a, en môme temps, introduit l'idée des points anticom- 
plémentaires (/. E. 1886, p. 131) qui n'avait pas été donnée par M. Hain. 

Plus récemment, M. J. Neuberg a proposé d'établir encore une plus 
grande distinction : de conserver les termes de points œmplémentaires et 
anticomplé nentaires quand il s'agit des coordonnées barycentriques, et 
d'adopter les termes de points supplémentaires et antisupplém^entaires quand 
on se sort des coordonnées normales. 

On peut employer indifféremment les termes proposés par MM. de 
Longchamps et Neuberg ; néanmoins nous adopterons ici ceux proposés 
par M. J. Neuberg qui sont plus courts : les coordonnées normales et 
barycentriques étant généralement les seules employées (•) . 

(•) A ces deux systèmes principaux, il faut pourtant ajouter les coordonnées trijjo- 
laires. Elles (nt conduit M. Neuberg à la cocsidéralion de points remarquables au il 
a nommés centrée itologiques et centres isodynamiques ; elles nous paraissent appelées 
à jouer, dans cette intéressante géométrie du triangle, un rôle important. C'est co que 
M. Neubere ne tardera pas, croyons-nous, à prouver, en publiant dans Malhesis les 
remarquâmes articles dont il nous a communiqué la s ibstance. G. I . 
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M^... (P -h Y, Y -4- a, a + p) 

M-y... (— a 4- p 4- y, a — p -h Y, a -h p — y)« 
Le point limite L se confond avec le centre de gravité du 

triangle et la droite X est rejetée à l'infini. Dans ce cas on 

voit que : 
Les figures complémentaires sont homothé tiques, le centre 

d'homothétie étant le centre de gravité G. 

. . PM . GM 

Comme ici =r-r- = i alors r^pr^- = — 2. 
PMy GMy 

D'oii la construction suivante pour déterminer le point My, 
complémentaire d'un point donné M. 
Un joint MG et l'on prolonge cette droite au delà du point 

G d'une longueur GMy = -MG. Pour le point anticomplé- 

mentaîre, on prend GMy = 2MG (*). (A suivre.) 



CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. d'Ogagne. 

... Le mode de génération des tridents que vous avez fait 
connaître dans le Journal de Mathématiques Spéciales (1886, 
p. 228), m'a suggéré une construction excessivement simple 
de la normale à ces courbes. 

Soient, en effet, A et B deux pôles, U une courbe quel- 
conque, M un point mobile sur cette courbe. Nous menons BI, 
parallèle à AM, et MI, perpendiculaire à AB; le point I décrit 
une courbe V. 

Rapportons les courbes U et V à l'axe polaire AB et, res- 
pectivement, aux pôles A et B. 

Si (0 est l'angle que font AM et Bl avec AB, on a, pour les 

(*) Voici une autre conslraclion empruntée à un exercice propose 
par M. d*Ocagne (/. M. E.). 

Si Mt, M2, M3 sont les symétriques de M par rapport aux milieux des 
côtés de ABC, les droites AMi, BMj, CM, concourent au complémen- 
taire de M. 
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arcs infiniment petits simultanés décrits par les points M 

et I 

d(M) = Mm. (fa) d(I) = li.dw, 

Mm et li étant les 
normales aux cour- 
bes U et V, limitées 
aux perpendiculaires 
km et Bi aux rayons 
vecteurs AM et BL 

Mais la droite MI 
se déplaçant parallè- 
lement à elle-même, 
on a 

rf(M) 




Par Buite, 



d(l) 







r- 


* 


MT 




sin 




IT 




sin 


1î 




sin 


T 





Mm 

"ÏT ~ sin M 



ou 



Mm. sin M = li.sin I ; 
c'est-à-dire que les projections des normales Mm et li sur MI 
sont égaleSy d'oîi la construction immédiate de Tune des 
normales lorsque Ton connaît Tautre. 

Dans le cas oîi la courbe U est une parabole dont Voxq 
passe en A, perpendiculairement à AB, la courbe V, ainsi 
que vous Tavez remarqué, est un trident de Newton. On a donc 
ainsi une construction simple de la normale à cette dernière 
courbe. 



Extrait d'une lettre de M. Catalan. 

... Voulez-vous aussi adresser tous mes remerciements à 
mon jeune Camarade, M. d'Ocagne. Du moment qu'il s'agit 
d'une construction sur le chantier, je suis incompétent, et 
mes objections ne subsistent plus. 
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Notions élémentaires du calcul différentiel et du calcul intégral^ par J. Pault, 
ingénieur civil, etc.... (Librairie polytechnique, Baudry e'. G''% 15, rue des 
Saints-Pères, Paris. — Prix 7 fr. 50 c. 

On sait que les derniers programmes de l'École Polytechnique ont 
ouvert la porte aux premiers principes du calcul difiFérentiel et du calcul 
intégral. En se reportant à la publication de la librairie Croville-Morant 
(Questions d'examens^ 1886) on peut rapidement se convaincre de Timpor- 
lance qu'ont prise, dans les examens d'admission à cette école, les 
exercices élémentaires, sur ces deux calculs. A ce point de vue, tout 
au moins, le livre de M. Panly nous paraît devoir être consulté avec uti- 
lité par les élèves de mathématiques spéciales. Les principes y sont 
exposés avec clarté; de plus, l'ouvrage renferme de nombreuses et inté- 
ressantes applications sur les rectifications, les aires, les volumes, les 
contres de gravité, etc. G. L. 



QUESTIONS D'EXAMEN 



6. — Si la normale 8 en un point M mobile sur une surface S 
rencontre constamment une droite fixe A, S est une surface de 
révolution doit Caxe est la droite A. 

Prenons des axes rectangulaires, A étant Taxe des s, et 
menons par M un plan perpendiculaire à A; ce plan coupe S 
suivant une courbe U qui se projette, en vraie grandeur, sur 
le planaro?/; soit w cette projection. La tangente 8' à U, au 
point M, et 8, forment un angle droit; 8' étant parallèle à yox 
cet angle se projette sur ce plan, suivant un angle droit. 

On conclut de là, et de ce fait que 8 rencontre oz, que u est 
une courbe telle que la normale en un point pris sur elle, 
arbitrairement, passe par un point fixe 0. 

Cette remarque prouve que u est une circonférence. 

En ejffet, Téquation de la normale étant 

X-g? Y - y _ 

dy dx "~ ' 

on a, dans Thypothèse présente, 

xdx 4- ydy = o, 
ou a?» -4- y* = K. 
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D'après cela, la courbe w est une circonférence. Par suite, la 
courbe U est aussi un cercle ayant son centre sur oz; si Ton 
observe enfin que oz est perpendiculaire au plan de ce cercle, 
en un point qui coïncide avec son centre, on voit que S est 
une surface de révolution. 

7. — Trouver le lieu des points tels que la somme des carrés 
de leurs distances à des plans fixes soit constante ; déterminer 
le centre de la surface cherchée S, et démontrer que ce point 
est le centre de gravité des pieds des perpendiculaires abaissées 
de sur les plans donnés. 

Prenons des axes rectangulaires; Téquation delà surface 

2 est 

(A^g; -f- B,.v + C,z -h D^)' _ 

A? + B? + Gf " 

Les coordonnées du centre (a, p, y) vérifient les relations: 

A,(A,a + B.p -h GtT + Dj) 
Af 4- Bf + q 
m. / ^ B,(A,x + B,p 4- C,Y + D,) _ 
W \ ^ Af + Bf + q ~ ^' 

^^ G,(A,a + B,p + G,Y + Dj) , 
AJ + B? + G? 

D'autre part, les coordonnées a?i, j/i, ^i, du pied H^ de la 

perpendiculaire abaissée, de 0, sur le plan P^ correspondant 

à réquation 

kiX -h Bit/ -h G^z + Dj = G, 

sont données par les formules : 

L:i^-LZ-^-LZL^= ~ (Aifl?! + Bjt/j 4- Gjgj -h Dj) 
Aj ■" B, '" G, AJ + Bf + Gf 

Soient ?, tj, Ç les coordonnées du centre de gravité des 

points H; en supposant que les plans donnés soient en 

nombre égal à m, on a 

_ Ai( AjO?, + Bj^i -h Gi2, 4- Di) 
• mÇ = aîj + a:, + . ..-hx. = ma-hS ^2 ^ ^2 ^ [^2 ^• 

En comparant ce résultat avec la première des équations (Hj 
on voit que Ç = a ; on trouve de même tj = p et î = y; le 
point est donc le centre de gravité des points H. 



136 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

8. — Soient a, p, y; a', p\ y les cosinus directeurs de deux 
directions principales; on sait que 

aa'4-p6' + y/ = 0; (I) 

en déduire que l'équation en S a ses racines réelles. 

Si réquation en S avait une racine imaginaire S', (Féquation 
de la quadrique considérée étant, bien entendu, à coeffi- 
cients réels), cette équation en S admettrait aussi une seconde 
racine imaginaire conjuguée S'. 

Les expressions correspondantes a, a'; p, f>'; y, y'; seraient, 
deux à deux, imaginaires conjuguées et Ton pourrait poser 
a = a + 6î, p = c + d/, Y = e -f- /V, 

a' = a — 6i, p' z= c -- di, y' = e — fi. 
D'a,prè8 cela, Tégalité (1) deviendrait 

a» + 6» + c» -+- d« + e* + /"« = 0, etc 

Cette démonstration est due à M. A. Buchheim, (Messenger 
of MathematicSy 1884); nous l'avons empruntée à Mathesis 
(no de mars 1887, p. 63). 

9. — Prendre la dérivée^ par rapport à S, de la fonction 

m, 

A - s B" B' 

A<S) s B" A' - S B 

B' B A" - S 

En développant A(S), on sait que l'on a 
A(S) s (A - S)(A' - S)(A'' - S) + 2BB'B' - (A - S)B» 

- (A' - S)B'» - (A' - S)B'S 
et, par suite, 
A'(S; s B« - (A' - S)(A" - S) + B'« - (A" - S)(A - S) 

+ B'« - (A - S)(A' - S). 
Ce résultat peut s'écrire sous la forme 



A'(S)=:- 



A'-S B 
B A"-S 



A-S B" 
B" A'- S 



A'-S B' 
B' A-S 

mais la question posée a pour objet l'établissement direct de 
cette égalité, le déterminant A(S) n'étant pas développé en 
mineurs. En d'autres termes, on propose, d'une façon géné- 
rale, de lr(mver la dérivée d^un déterminant. 
Prenons d'abord un déterminant du second ordre et soit 
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A B 
G D 

A, B, C, D désignant des fonctions d'une variable x. 
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U=: 



Nous avons 



et, par conséquent, 



U =: AD - BG, 

U' =: AD' + DA' - BG' - GB', 



ou 



U's: 



A 
G 



B' 
D' 



+ 



A' 
G' 



B 
D 



La loi observée ici, sur ce cas simple, est générale; elle 
donne lieu à Ténoncé suivant : 

Pour prendre la dérivée d'un déterminant dont les éléments 
sont des fonctions d'une variable x, on écrit qu'elle est égale à une 
somme de déterminants déduits, du détei^minant proposé, en pre- 
nant toutes les colonnes, à Vexception d'une seule et en substi- 
tuant à celle-ci une colonne dont les éléments sont égaux aux 
dérivés des termes de la colonne envisagée. 

En supposant la loi vraie pour un déterminant d'ordre 
(n — i), on reconnaît, sans difficulté, qu'elle subsiste pour 
un déterminant d'ordre n; la loi que nous venons d'énoncer 
est donc générale. 



QUESTION 20 

filolntlon par M. X. 6ar1!HB. 



On considère une surface fixe du second degré et des surfaces 
homothétiques du second degré circonscrites à la première. Trou- 
ver le lieu des sommets des cônes de révolution circonscrits à ces 
surfaces. 

Prenons, par exemple, Tellipsoïde rapportée à ses axes 

principaux : 

x^ tv« z^ 

h — H 

a« 6* c« 



— I = o. 
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L'équation générale des ellipsoïdes homothétiques (et con- 
ceniriques) (*), est 

a' 6* c* 
Le cône ayant pour sommet le point (x, j/o» ^o) et circonscrit 
à ces surfaces aura pour équation 

2xyo\z^ 2xzx^y^ 2yzy^z^ ^ 

a«6» a*c* 6«c» 

Pour qu'il soit de révolution, il faut et il suffit qu'on ait 

a« \ a'' b^ c* ) ù« V a« 6« c* / 



c» \ a» 6* c« / 



éliminant X entre ces équations, et rendant les coordonnées 
courantes, on a, pour ie lieu, 

C'est un cône réel ayant l'origine pour sommet. 



QUESTION 125 

fiolntion» par M. Ferval, élève au Lycée Henri IV. 
[Classe de M. Macé de Lépinay.) 



Une parabole de forme invariable glisse entre deux droites 
rectangulaires Ox, Oy; trouver le lieu décrit par Vextrémité 
du diamètre qui passe par V origine, 

La courbe est du huitième degré; mais elle peut se mettre, en 
coordonnées polaires, sous la forme remarquable : 

P 

- = î — cos 4(0 {**). 

? 

(*) Gondîlion évidemment oubliée dans renoncé. G.-L. 

(**) Énoncé rectifié; une erreur d'impression avait fait écrire 

P 

- = I — 4 cos w. 

P 
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Déduire de celte équation les points d'inflexion que présentent 
les quatre branches de la courbe, G.-L. 

Prenons les deux droites Ox, Oy pour axes de coordonnées, 
réquation de la parabole tangente aux deux axes en leurs 
points de rencontre A, B avec une droite mobile 

ux + vy — î =: o, 
est {ux ^ vyY — 2(ux -^ vy) + \ =: o. 

En appliquant Tégalité bien connue 

^ (A + A')'' 
qui donne en axes rectangulaires le paramètre p d'une 
parabole, on a ici : 

p% = — z , (1) 

Observons que les coordonnées a?, y de l'extrémité du 
diamètre passant par Torigine sont les moitiés de celles du 
milieu de AB, c'est-à-dire : 

x = — y =—' (2) 

Remplaçons dans (i), qui n'est autre que l'équation tan- 
gentielle de l'enveloppe de AB, u et v par leurs valeurs, 
nous obtenons le lieu cherché : 

64XY 



p-=^ 



(a« ^- y^y 

Si l'on passe en polaires, l'équation du lieu devient : 
p^ = 64. p* sin* 0) cos* 0) = 4P* sin* 2(o — p*(i — cos 40))* 
ou 

^ = ± (i — cos 4(0). 

p 

La courbe qui correspond à cette équation est .constituée 
par quatre branches paraboliques doublement infléchies. 
Les axes et les bissectrices sont des axes de symétrie et 
il suffit de construire la partie de la courbe qui correspond 

7C 

à la variation de co, depuis zéro jusqu'à — • Les autres bran- 

4 
ches se déduisent, de celle qu'on obtient ainsi, par symétrie. 

Cherchons les points d'inflexion. 
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Ils sont donnés par la résolution de l'équation 

7) - (7)'= "■ 

qui donne, ici, 

I 

COS 4(0 = • 

i5 

On peut ainsi trouver facilement le plus petit arc qui 

correspond à cette formule et qui est voisin de 24®. Les 

huit points d'inflexion que Ton peut trouver avec la règle 

et le compas sont situés sur un cercle de centre et de 

, 1 X i5 
rayon égal a — p. 

Nota. — Autres solutions par MM. Lucien Marchis, élève au lycée do 
Rouen; Hugon, à Poligny; Vacquant, ancien élève de mathématiques 
spéciales à Lille. 



QUESTION 147 



Un quadrilatère variable OGHM se déplace et se déforme 

suivant les conditions suivantes: 
i° Le point est fixe; 
2^ La longueur OG est con- 
stante ; 
5® L'angle G est droit ; 
4^ Le côté HM est à chaque 
instant parallèle à OG 

5^ L'angle GOM varie de 
grandeur et de position ^ mais 
il a toujours même bissectrice. 
Trouver le lieu du sommet M. 

Prenons le point 0, pour origine ; la bissectrice fixe, pour 
axeocc; et, pour axe oy, une perpendiculaire à ox. 

Ayant posé: 

OM = p, MOx = (o, OG = a 
en observant que le point M, d'après la construction indiquée, 
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se projette au milieu de OH, on a 

OH 

OR = — = p cos (0. (1) 

D'ailleurs, le triangle OGH donne 

a, 

OH = ; (2) 

cos (0 ^ 

on a donc, en comparant (!) et (2), 

a 

^ 2 COS^ w 

C'est l'équation polaire du lieu. La courbe correspondante 
se construit facilement ; elle est Constituée par deux branches 
paraboliques. 



VARIÉTÉS 



SUR LES FONDEMENTS DU CALCUL 

INFINITÉSIMAL 

Par M. G. Milhaud, professeur de Mathématiques spéciales 

au Lycée du Havre. 

(Suite f voir p. 91.) 



On dit souvent que Descartes a substitué des équations à 
des formes de lignes ou de surfaces. Rien n'est plus faux; 
une forme, par elle-même, ne peut entrer dans les calculs 
que si sa définition était déjà mathématique, c'est à-dirv3 
que si on connaissait déjà une propriété de quantité appar- 
tenant au point ou à la ligne dont le mouvement engendre 
la figure. L'ellipse est le lieu d'un point dont la somme des 
distances à deux points fixes est constante. Le cône de révo- 
lution est engendré par une droite qui fait un angle con- 
stant avec une droite fixe, qu'elle rencontre en un point fixe. 
Il n'est pas de courbes ou surfaces géométriques définies par 
leur forme. Descartes n'a donc pas eu à substituer des 
équations, à la forme, soit dans les définitions, soit dans 
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l'étude des êtres géométriques, mais seulement à trouver 
une méthode générale qui permit de dégager simplement et 
de traduire par des équations algébriques les propriétés de 
quantités qui faisaient des figures de la géométrie des êtres 
mathématiques. 

Mais laissons-là ces réflexions qui nous entraîneraient trop 
loin. Il nous parait suffisamment établi maintenant que la 
croyance à l'impossibilité logique de faire coïncider la limite 
d'une variable, avec un état particulier de cette variable, est 
une erreur absolue et nous pourrons envisager maintenant, 
sans craindre aucun malentendu sur la signification du 
problème, la question de savoir si la variable atteindra cet 
état particulier qui est la limite. Cette question est absolu- 
ment étrangère à la notion mathématique. Il est plus que 
dangereux, il est contraire à Tesprit même des raisonne- 
ments mathématiques, d'en faire dépendre la solution de 
l'idée de limite. Et il faut approuver aussi peu la tendance 
de quelques-uns à parler de l'impossibilité pour la variable 
d'atteindre sa limite, que Tidée, plus communément répandue, 
suivant laquelle la limite est le terme efi'ectif d'une variation. 

Il suffira, pour le montrer, d'insister un peu sur le sens 
de cette question. On peut l'entendre de deux façons: ou bien 
on suppose réalisée la variation de la grandeur étudiée, et 
on se demande s'il arrivera un instant, dans le temps, où elle 
prendra la valeur particulière, qui est celle de la limite ; ou 
bien l'esprit cherche à concevoir la génération même de la 
grandeur limite à l'aide de la variable et se demande s'il peut 
reconstituer cette limite, par une série illimitée d'approxima- 
tions successives. 

Voyons la première de ces questions. Avant tout, elle 
exige pour la réalisation objective de la variation, qu'on se 
donne un certain nombre de circonstances précises, dont la 
nature déterminera la solution du problème, en particulier 
une certaine loi liant au temps la valeur de la variable dont 
on dispose. Celle-ci devient fonction du temps et la question 
est déplacée. 11 s'agit de savoir si, le temps s'écoulant, elle 
parviendra à la valeur qui fait prendre, à la première gran- 
deur, sa valeur limite. 
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Exemple : La variable sera la longueur OAn portée sur Ox 
à partir du point 0, qui serait égale à la somme des n premiers 
termes de la progression 

I I 

I H 1 h 

lO 100 

On sait que cette somme a une limite, ici égale à la frac- 
tion 10/9, quand n croit indéfiniment. L'extrémité An de la 
longueur 0A„ a donc pour lipaite un certain point L silué à 
10/9 de mètre de Torigine 0. Le point An arrivera-t-il en L? 
Supposons, par exemple, que la vitesse de An change, à 
chaque élément nouveau du chemin qu'on fait décrire, de 
façon qu'il les parcoure tous dans des temps égaux : le mobile 
An ne parviendra jamais en L. Au contraire qu'il marche 
d'un mouvement uniforme de vitesse i de façon à parcou- 
rir chaque élément nouveau en 10 fois moins de temps que 
le précédent: il est clair qu'il aura parcouru 10/9 de mètre 
en 10/9 de seconde. 

Ces exemples suffiront, je pense, à bien établir que la ques- 
de savoir si la variable parviendra réellement, à un instant, 
plus ou moius éloigné dans l'avenir, au terme de sa varia- 
tion, est absolument distincte du fait de l'existence de la 
limite. (A suivre,) 



QUESTIONS PROPOSÉES 



221. — Mener, à une circonférence fixe, une tangente A 
telle que le segment AA' intercepté sur cette droite, par 
deux droites fixes D, D', ait une longueur donnée. 

A propos de ce problème, généralisation de celui de Pap- 
pus, on cherchera le lieu du point M obtenu en traçant par 
A une parallèle à D', et par A' une parallèle à D. 

Ce lieu est une quartique. On déterminera les formes diver- 
ses affectées par cette courbe. 

Enfin, on fera voir que le problème proposé se résout com- 
plètement par le tracé d'ellipses et d'hyperboles. 

(Ph. F.) 
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222. — On considère un triangle AOB rectangle en O ; 
par les points A et B on mène deux droites rectangulaires 
mobiles qui se coupent en S et Ton imagine une parabole P, 
de sommet S, ayant pour axe SA et passant par 0. 

1® La tangente en 0, à P, rencontre AS en un poiùt I ; 
démontrer que le lieu décrit par I est une circonférence. 
2° L'enveloppe des paraboles P est une cissoïde oblique. 

(G. L.) 

223. — Lieu des centres des cercles coupant Tellipse en 
quatre points tels que trois d'entre eux soient les sommets 
d'un triangle équilaléral. Ce lieu est une ellipse. 

Enveloppe de la droite qui joint le centre au (Juatrième 
point, et lieu du milieu de cette droite; on trouvera pour 
l'enveloppe demandée une développée d'ellipse; le dernier lieu 
est une ellipse. (X.) 

224. — Étant donnés, dans un plan, deux droites et un 
point fixe, on fait tourner une droite autour de ce point. Trou- 
ver le lieu des points de contact, situés sur cette droite, des 
circonférences tangentes aux deux droites fixes données et 
à la droite mobile, (Ernest Lebon.) 

225. — Soient Pi et Pj deux points fixes pris sur une 

parabole, P un point variable sur la même courbe. Les 

droites PPi et PPj coupent le diamètre conjuguée de la 

corde PjPj en des points qui sont symétriques par rapport 

au point ou ce diamètre coupe la parabole. 

(D'Ocagne.) 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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NOTE D'ANALYSE 

Par M. Griess, professeur de Mathémallques au Lycée d'Alger. 



On trouve dans Desboves {Questions d'Algèbre^ p. 262) 
l'énoncé suivant : 

« Théorème. — n étant le nombre des termes d'une progrès-- 
sion arithmétique dont la raison est r, Sp la somme des puissances p 

de ces termes, si Ion fait tendre n vers V infini^ la fraction ^^ 



iP 
aura pour limite j p é ant entier et positif, » 



Le théorème précédent était connu de Pascal qui l'a donné 
dans son Traité sur la sommation des puissances nvwénques, 
sous une forme dillerenle, mais au fond équivalente. 

L'objet de cette note est d'appliquer le théorème à la pro- 
gression formée par les n premiers nombres entiers, et do 
montrer qu'il est vrai, quelle que soit la valeur, entière 
ou fractionnaire, positive ou négative de p, sous la seule 
réserve p -h i > o. 

Théorème. — Si l'on pose Sp = ip -h 2^' -h. . .4- n^*, p 
étant quelconque, mais tel que p -h i > o, on a 

lim '~r- = , pour n infini. 

Supposons d'abord p entier. D'après une méthode cpnuue, 
on a pour déterminer Sp l'équation 

Gomme So = n S^ = , cette égalité montre que 

Sp est une fonction entière de degré p -h i , par rapport à n ; 
Sp_i une fonction entière, de degré p, etc. 
Donc 

l'°i ^7h = ° ""^ tJtT = o etc. 

JOURNAL DE MATH. SPÉC. — !837 8 
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Divisons les deux membres de l'égalité (1) par 7ip+* et fai- 
sons croître n indéfiniment, il vient 

I = (p + i) lim ^ 



S„ I 

ou 



lim "^ - 



Remarquons que, de Tégalité (1), on conclut 

S 
Donc — ^ tend vers sa limite, en lui restant inférieure. 

Prenons maintenant le cas où p est quelconque. 

Posons 

Sp 1P-+-2P-+- ...nP 

^^^')= ,7Ï^= ^i 



-m- 



©'— -(^)'-] 



pu 



"^(«)= ' + V -n) -^ (' - nj + ••• ^V --r) 



12 71—1 

— y — % • • • .^^— — 



sont inférieures à i ; en supposant p-h i >o, 
n n n 

on sait qu'on peut développer chaque terme du second mem- 
bre en série. On a donc 

I = 1 

y^ ^ \ p(p — I ) I 

n - 1.2 n 



( 



I — />•- H : — ::; — '-—^^ -+-... 



2\p 2 p(p- i) 2 

7?/ n 1 . 2 r?* 



/ n — i\P 



n — I pip — T ) (n — 1 )* 



n 1.2 ?i* 

Chacune des séries qui figurent dans le second membre est 
convergente ainsi que la série de ses modules; par suite, leur 
somme, faite d'une façon quelconque, donne encore une série 
convergente. Donc, on additionnant 



nF(w) = n - p.— ^ -I- 



S', p(p~i) S', 

— H • -— 

n 1.2 n* 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 147 

OU 

n' 1.2 n' 

en posant 

S\ = i'» + 2^* H- ... -h (n - i)^ 
on a évidemment 

c 

tend donc aussi vers r , en lui restant inférieur, 



n^-^^ h -h I 

quand n croît indéfiniment. 

Cela posé, les termes de la série (2) sont respectivement 
inférieurs à ceux de la série 

1.2 I .2.3 

obtenue en faisant croître n au-delà de toute limite dans (2), 
Nous allons faire voir que cette série est convergente et que 

la somme est 

p -H I 

En eflet, soit x une quantité < i, on a 
(i +x)^+*— I -¥- -r-h- x^-h— -^^ 'X' 

I 1.2 1.2.3 

Comme p + i > o, on sait que celte série reste conver- 
gente pour a? = — I ; on a donc 

p -h I (p -+- i)p (/) -h i)p(p — i) 

O = I H 5 -+-;.. 

l 1.3 1.2.3 

et 

I p . p(p - l) 

=, ] ^ _ ... 

p -+- 1 1.2 I .2.3 

Cela posé par un raisonnement analogue à celui qu'on 
fait pour la série e, on prouve que 

lim F(n) =1 h 



... 



1.2.3 P -^ ^ 

Le théorème est donc démontré sous la seule condition 

p> - r. 
Si p < — I, les séries employées sont toutes divergentes. 
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Applications : 

p - 3 hm \F{n) = J = -• 

î, z:^ - hm p (n) :- -= = :t • 



NOTE SUR L'HYPOCYCLOIDE 

A QUATRE REBROUSSEMENTS 
Par M. J. Bat, élève à l'École Polytechnique. 



1, On sait qu'on peut considérer Thypoeycloïde à quatre 

rebroussements comme Fenveloppe d'une droite de longueur 
constante glissant entre deux axes rectangulaires. Partant de 
cette propriété, on arrive à Téquation de la courbe ; 

X2 + yi — R3 = o. 

On peut donc représenter l'hypocycloïde par les deux 

équations : 

x='R cos' 9, 

2/ = R sin^ (p. 

Gela posé, cherchons le coefficient angulaire de la tangente 
au point de la courbe, caractérisé par le paramètre angu- 
laire <p. 
On a, en différentiant ; 

dx= — 3Rcos*(p.sin(p.rf<p, 
dy = 3R sin* © . cos 9 . dcp, 

d'où 

La formule tg cp = < donne : 

t 



sin 9 = --==• » coscp = 



y/i -f /* \/i +/^ 
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et la courbe peut se représenter par les équations : 

R Vxt' 
x = ^ et y- — p, 

(l +tY (i 4-/i)2- 

où — ^ représente le coefficient angulaire de la tangente, au 
point caractérisé par le paramètre /. 

L'équation d'une tangente à la courbe est de la forme 

Y -+- ^X -h K = o. 

Si l'on exprime que cette droite passe par le point {x, y), 
on trouve 

VI -h t^ 
et l'équation de la tangente au point (x, y) est 

■XT -rr R^ 

Y -+- /X , = o. 

v/i -+- ^» 

2. — Cherchons les valeurs de t correspondant aux tan- 
gentes menées à la courbe par un point {x, y) du plan. Cette 

équation est 

(i -+- P)iy -+- Ix)^ - RH^ = o, 
ou 

t^x^ + 2t^xy + /\aj* -^ y^ - ^'j + 2/a;?/ -f- î^* = o. (1) 
Si l'on appelle t^, t^, ^3, t^ les racines de cette équation, 
on a 

ou encore 

^(- h) = S[(- /,)(- t,)(^ Ql 

En se rappelant la signification du paramètre /, on peut 
énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — La somme des angles que les quatre tan- 
gentes, menées d'un point à la courbe, font avec Vune quelconque 
des tangentes de rebroussement, est égale à un multiple de tz. 

Cette propriété constitue une première analogie entre Thy- 

pocycloïde à quatre rebroussements et Thypocycloïde à trois 

rebroussements. 

[A suivre.) 



150 JOURKAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

SUR UNE FONCTION FÂCTORIELLE 

Par M. BalKrand, élève au Lycée de Nismes. 



M. E. Gesàro, dans une note publiée dans Malhesis (VI, 
juin 1886, p. 126), s'est occupé, entre autres choses, de la 
fonction factorielle 

f{x) =: (i -H qx){i -H q^x) . . . (i + q'^x). 

Nous nous proposons, dans cette petite note, de signaler 
quelques propriétés de cette même fonction. 

On peut remarquer d'abord qu'elle est une généralisation 
de la formule du binôme; car si Ton fait q = i, on a 

f{x) =: ( I -+- a?)**. 
Soit posé 

f{x) :=: (I -f- qx){i -h q^x) . . . (i + q''x):^kQ + A^.x -+- A^x^ 

~T~ • • • ~T" ApX ~T' • • • -A-^'X 'j 

on a 
f(qx) = (14- ^*x)(i -+- q^x) . . . (i + ^"+*a;) s: Aq 4- A^g^x 
+ A,9«x* + . . . kfjqPxP 4- . . Ang"aî" 

et, par suite, 

/■(.T) \ -h qx 

l\qx) I -h q'^'^^x 

d'où 

(i + q''-^Kx)f{x) =: (i -h qx)fiqoc). 

En égalant les coefficients de xp dans les deux membres 

on obtient 

Ap -h ç'^+^Ap-i = qP{kp -h Ap_i) 

ou 

( I - qP)Ap = qP{i- ?"-^+*)Ap_,. 

Dans cette formule, donnons à p les valeurs successives 
/) — I, /} — 2,. . . nous trouvons 

(i ^ qP)Ap= qP(i - q-P^')kp_u 

(i - qP-')Ap-i = q^Ki - q^-P^')kp.2 , 
(i - qP'^)kp.2 = q^'\i - î'^-^+^jAp-a. 



(i -7iAi = ç(i -9»); 
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d'où 

. P(P+i) (i - </")( I - <?'*-*) . . ( 1 - Q'*"^-"') ,PiP±i). „ 

A;, = g~2~' — 7 TT TT ; ::^ — = 9 ^ ^n.p 

(l_ç)(l_çî)... (I -ÇP) 

on a donc 

p=0 

formule dans laquelle on a d'ailleurs >„,o = '^n,n=- i. 
De même, le produit 

(^{x) =: (i — qx){i — (y^a;) . . . (i — r/'*x) 
peut s'éorire : 

Les coefficients X jouissent de propriétés analogues 5 celles 
des coefficients binomiaux. Nous allons les étudier. 

1® Deux coefficients >, consécutifs; vérifient la relation de 
récurrence suivante 






(i) 



2° Deux coefficients X équidistants des extrêmes sont égaux. 
En effet si l'on pose 



on a 

03 



Xn,p — - X„^n_p. (2) 

Cette propriété a été signalée par M. E. Gesâro (Mathesis, 
juin 1886.) 

3® Si q est plus petit que l'unité, les coefficients X vont en 
augmentant, jusques et y compris le terme du milieu, lorsque 
n est pair; et, lorsque n est impair, les coefficients X aug- 
mentent, pendant la première moitié du développement. 

En effet, la relation (1) prouve que l'inégalité \p > K,p-i 
est vérifiée, si l'inégalité 

a lieu. On a donc, puisque le dénominateur est positif, 
I — ^"-P+i > I — çp, ou q^-p-*-^ < gP, 

et comme les puissances positives d'un nombre positif plus 



iSi JOURNAL DE HATHÉMATIQGES SPÉCIALES 

petit que l'unité diminuent, lorsque l'exposant augmente, il 
faut que 

n — /) + I > />, ou n H- 1 > 2p ; 

d ou p < 

* 2 

Il y a maintenant deux cas à distinguer. Si n est pair 
(n = 2m) on doit avoir 

p < m + - ; 
si n est impair (n = 2m -h i) on doit avoir 

p < w -h I. 

En observant que p est nécessairement entier, on ol «tient 
alors le résultat énoncé 

4® Si Ton observe que l'on a 

fn{x) fn{q"oc) :=: f^nix), 
et, si Ton égale les coefficients de x"^ dans les deux membres, 
en observant que les coefficients équidistants des extrêmes 
sont égaux, on obtient l'égalité 

donnée par M. E. Gesâro (loc, cit.). 

Il est facile de voir que gfP(P+*) >^p représente, précisément, 
la somme des produits p à p des termes de la progression 
géométrique dont le premier terme est q, la raison 7, et le 
nombre des termes n; somme que nous desigaerons par Sp. 
L'égalité, facile à vérifier, 

Op — Op ~i~ ^ ^p—i 1 

donue immédiatement 

sj = (js;.i + r''%z\ + . . . + ^/^^^s^^i + q^s^zi 

ou 

qT^K,p = g".Ç-T~'>^n-l,p-l + ^"^ •9~2~~>n-2,p-l • • • 

ou 

P(/>^^^ll ^ „ „ P^P+1). „ „ , T'(P+1), 

q-j-Kp = (?"""'' . ^-2~>^n-i,p-i + 9"""^"* . q—r-K-2,p-i • • 

H- Ç.Ç 2 ^p,p--i + î 2 >p-l,p-i . . . 

ou, en divisant par ç^-^, quantité positive, 

K p = ç^-^>.„-i,p-i 4- (^"-^-*Xn_2,p-i 

-*-... q^^p,p^i + ).|)_i,p-i. (4) 
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Enfin, on vérifie aisément Tégalité 

et, en donnant à nies valeurs successives: n, (n— i),... (?i— p); 
et à p les valeurs successives : p, (p — i) . . . i, o, on a 

^n,p ^^ Q^n—i,p "+" '^n— l,p— 1 » 



En multipliant membre à membre et en remarquant que 
yn-p,o = I; on a la formule 

K,p = I -+- ?^>n-p,i + Ç*>n-p+l,2 4- . . . 

+ r/P-*> „_2, p-1 + Ç^> n-1, p . (6) 

Remarque. — Au concours général de 1879, on a proposé 
l'élude de la fonction 

F(ûc) s: (i -h qx){i -h q^œ) . . . 

...<,. ^.,(,.i)(,.Ç)...(,.ç:). 

La solution de cette question découle assez simplement des 
considérations précédentes. 
En effet on a 

en posant 

cp(ic) s (l -b r/x){l -H ^i^x) . . . (l -H (^2ft-la;) 



««)-(-l)(-l)--(-ç)- 

Considérons la fonction <p(ic). En remplaçant a? par ç'ic, on 
trouve 

?(»^') ^ (l 4- ^0?) 

9(9«x)' (i 4- q^^^x}' 

En désignant par Ap, le coefficient do ac? dans le dévelop- 
pement de (f{x)y on déduit, de cette égalité, 

En donnant à p les valeurs successives (p — i), (p — 2) . . . 
on trouve 

JOURNAL DB HATH. SPÉC. — 1887 8. 
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et Ton peut remarquer que (x„^p représente précisément >„,p, 
lorsqu'on a remplacé q par g*. 
On a donc 



de même 



et par suite 



p=2n— 1 

p=0 



/ I \ p=2n—l i 



/7=3 p=0 iC^ 



Il suffit d'effectuer la multiplication pour trouver les 
coefficients des différentes puissances de x, depuis ar^^-^^^ 
jusqu^à a;"+S ce qui n'offre aucune difficulté. 



GEOMETRIE -DU TRIANGLE 

(ÉTUDE BIBLIOGRAPHIQUE ET TERMINOLOGIQUE) 

Par M. Emile Vigarié. 

[Suite, voir p. 127). 



21. Points algébriquement associés (M^ M», Mb, Me). 
— Considérons le point M(a, p, y) dont les coordonnées 

vérifient les égalités : 

a p Y • 

Â"^ B "^ G* 

Nous appellerons points algébriquement associés au point M 
et nous noierons par Ma, Mb, Me, les points qui se déduisent 
do M en changeant le signe du dénominateur d'une des 
coordonnées. D'après cela, les coordonnées des points algé- 
briqueiuent associés à M (*) seront telles que: 

(•) M. J. Neuberg avait créé le terme de points associés (M. 1881, p. 173) 
pour désigner les points dont il est question ici, et M. Lemoine dans 
plusieurs notes avait adopte ce terme. M. de Longchamps trouvant le 
terme dé associé trop général a proposé celui de points ai joints ou plus 
exactement dépeints algébriquement acfjoints. Nous conserverons le terme de 
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M. 



>a 



M 



b T — 



a p 
- A~B 


ï 


a p 

A~" - B 


ï 
C 


a p 


Y 



Me - - 

A B - C 

Ces points sont faciles à construire. En effet, si nous pre- 
nons les conjugués harmoniques des points M', M", M'" où 
AM, BM, CM coupent BG, GA, AB, nous avons trois points, 
fji', (i.*, |jl'", tels que les droites A[x', Bijl", Gjx^ se coupent deux 
à deux aux points Ma, Mb, Me cherchés. 

L'un quelconque des quatre points M, Ma, Mb, Me a, pour 
algébriquement associés, les trois autres. 

On démontre facilement que : 

Les triangles ABC, Ma, M^, Me sont homologiques et ont M 
pour centre d'homologie. 

Les quatre droites MbAMc, AC, AM, AB formant un faisceau 
harmonique. De même, pour les quatre droites (McBMa, BA, 
BM, BC) et (MaCMb, CB, CM, GA). 

On voit immédiatement que si la position du point M est 
déterminée par certaines propriétés géométriques des rapports 
que les points M', M'', M'" déterminent sur les côtés du 
triangle, les points Ma, M^, Me auront une détermination 
semblable, et celles des propriétés de M qui ne dépendront 
que de ces rapports donneront lieu à des propriétés analogues 
des points Ma, Mb, Me, donc : 

Chaque fois qu'on étudiera un point remarquable M du 
triangle, on devra chercher des propriétés analogues pour 
ses points algébriquement associés. Nous donnerons, dans 
la suite, plusieurs applications de cette idée (*). 



associé en y joignant le mot algébriquement qui indique de quelle manière 
est faite Tassociation ; mais on peut dire indifféremment points algébrique- 
ment associés ou points algébriquement adjoints. 

(*) On peut consulter sur les points algébriquement associés : 

Ë. Lemoine. — Sur les points associés du plan du triangle^ {A, F. Blois, 

1884. — y. S. 1885, p. 193, 217). G. de Longchamps. — (J. E.y 1886, 

pp. 129-130.) 
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22. Points Brocardiens (M, M^, M^). — A un point 
donné M (a, p, y) 

- = ^ =, 1 
ABC 

on peut associer deux autres points que nous désignerons 
par les lettres M^, Mp (8 et p, initiales des mots : direct et 
rétrograde) dont les coordonnées vérifient les égalités 

M^ Ba' = Cf =: A/ 

Mç Ca'^ = Ap" = By" 

et que M. de Longchamps (J. E. 1886, p. ^19) appelle Points 

Brocardiens correspondant à M. Les points Brocardiens se 

construisent facilement en employant la méthode suivante due 

à M. E. Lemoine (A-. A . M. 1883, p. 202 ; — 1. F. Ch^enoble, i 8^5.) 

Menons : 

My parallèle à GA, 

MV parallèle à AB, 

M'V parallèle à BC. 

Les droites A[x', Bv', Cp concourent en un point M^ qui 
est Tun des points Brocardiens correspondant à M. Pour 
obtenir le second point Brocardien Mp il suffit d'effectuer lo 
Iracé en sens inverse, mener M'p' parallèle à BA, etc. 

En continuant à généraliser une idée due à M. Lemoine 
(A. F. Grenoble 1886), ou peut dire, et c'est ce que nous 
ferons dans la suite, que M^ est le point Brocardien direct 
et que M^ est le 'point Brocardien rétrograde correspondant 
au point donné M (*j. 

23. Points isobariques (M, y\, m;') et points semi- 
réciproque^ (M, M^, MJ, MJ'). — A un point donné 
M (A, B, C) on peut faire correspondre cinq points que nous 
désignerons par M-, W^, Mj, MJ, MJ') dont les coordonnées 
sont : 



(*) Voir sur les points Brocaiditns : 

E. Lemoin-*. -— A. F. Grenoble^ 18S5. — Ce mémoire forme le supplé- 
ment du numéro de mai 1886 de Mathesis, 

G. de Longchamps. — Généralités sur la géométrie du triangle (J, E. 1886, 
p. 229-231). 
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M 


A 


B 


C 


M^ 


A 


G 


B 


m 


B 


C 


A 


m; 


C 


B 


A 


M" 


G 


A 


B 


m:." 


B 


A 


G 



que nous appellerons avec M. J. Neuberg (7. E, 1886, p. 231) 
groupe isobanque associé à un point donné M. Plus particu- 
lièrement nous dirons que : 

Les deux points M-, M'I sont les points isobariques corres- 
pondant à M. 

Les trois points M^., MJ, Mj", sont les points semi-réci- 
proques associés à M (*). 

Les points isobariques et les points semi-réciproques ont 
les mêmes coordonnées barycentriques, par conséquent, les 
deux triangles MM^Mi, MyMjMj' ont même centre de gravité 
que le triangle de référence (**). Dans les points isobariques, 
le point milieu de M^Mi', est le point complémentairede M. 
De même, le point milieu dç MjMj' est le complémentaire 
de M}. 

La construction des points isobariques est très facile; il 
suffit, eu effet, d'observer que ce sont les points réciproques 
des points Brocardions. 

Pour construire les points semi-réciproques, on remarque : 
1® que les deux points M, M} formant avec BC deux triangles 
de même aire, la droite MM} est parallèle à BG ; 2<* que les 
droites AM, AM] rencontrent BG en deux points isotomiques. 
Connaissant M, on construit donc facilement le point M). 

(A suivre.) 



(*) Voir sur les points isobariques et semi-réciproques : 

G. de Longcliamps. — /. E, 1886, p. 278 (note au bas de la page). 

(♦*) C'est de cette propriété que M. de Longchamps a tiré le nom de 
points isobariques. Les points que nous nommons, avec M. Neuberg, potn/« 
semi-récitjroqueSf ont été appelés par M. G. de Longchamps points isoba- 
riques de seconde espèce. On peut adopter la dénomination de M. de Long- 
champs ou employer celle de M. Neuber^?, également bien. Le terme de 
semi-réciproque provient de ce que les coordonnées de M; peuvent se 

mettre sous la forme ( «^77 > — > ~ ) ; les deux dernières sont justement 

XBG Jd Ci/ 

celles du réciproque de M. (/. E, 1886, p. 278.) 



1S8 
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QUESTIONS D'EXAMEN 



10. — ÉlabliVy à priori, la formule qui donne la somme des 
cubes des n yremiers nombres. 

Imaginons la table de Pythagoro pour les n premiers 

nombres : 

G 





1 1 2 i 3 


1 71 j 




2 4; 6 


\ 2n\ 




3 6 " 9 


» • • • • D Iv 


A 


n 2n 3w 


n« j 



B 



En ajoutant les nombres renfermés dans les colonnes ver- 
ticales, on a, évidemment, 

ou 

(: -f- 2 -h ... 4- n;Sn -^ (S,\)''. 

D'autre part, comptons les nombres renfermés dans la 
partie ABC de la table ; leur somme est égale à 

(n + 2n 4- . . , -h n*) 4- [n -!- 2n -+- ... -h (n — i)n] 
ou 



n 



n(n 4- i) 



4- n 



(n — \)n 



— n**. 



Ainsi 



(S'nf = SL 



11. — Une conique r est inscrite dans un angle yox; une 
tangente A rencontre ox et oy aux points k et B; trouver le 
lieu Ç décrit par le milieu I de AB. 

En posant oA = w, oB = t? et en désignant par œ et y les 
coordonnées du point I, on a 

u = 2X, V = 2y. 



I . 



= o. 
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Or A et B décrivent sur ox et oy deux divisions homogra- 
phiques ; on a donc 

kuv -»- Bu + Gv + D = 0, etc. 

Remarque. — Si F est située d'une façon quelconque par 
rapport aux axes oa?, oy, on partira de l'équation générale 
tangentielle des coniques. 

i U 
•^ \ V 

^ w 

u V W o 

Dans cette égalité, on sait que A représente le discrimi- 
nant de réquation de T, et que la droite A, correspondant à 

l'égalité 

Vx -h Vj/ -+- Wz = o, 

est tangente à F. On a donc pour l'équation de Ç 

I 

2X 

I 

! 2(/ 

— I 
I I 

— — -—10 

2X 2y 

Ç est, généralement, du quatrième degré. 
12. — Qv£ représente réquation 

P, Q, R, S étant des fonctions linéaires quelconques des coor» 

données x, y, z. 

En posant 

P = XQ, R = (jlS, 

et en considérant les solutions, en nombre infini, réelles 

ou imaginaires, do l'équation 

A^. V-) = 0, 
on voit que, à l'égalité proposée, correspond une surface 

réglée. 



o, 
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CORRESPONDANCE 



Sur une identité de Jacobi. 

Si Ton considère le tableau des neuf cosinus de trois 
directions rectangulaires Oo?, Oy, Oz avec trois autres direc- 
tions rectangulaires Ox\ Oy\ Oz\ 






x' 


* 

V 


z' 


X 


«1 


«2 


«3 


y 


6. 


6, 


b. 


«» 


Cl 


c. 


Ca 



réquation du cône passant par les six arêtes des deux 
trièdres trirectangles est 

X y z ' 

si Ton chasse les dénominateurs et si l'on multiplie par 2, 
réquation en s correspondante est 

5* — I5* + Js — 8 = o, 
équation dans laquelle I = o et 

8 ==- 2{a^a^a^)(b^bJ)^)(c^c^c^), 
Dans le second système d'axes,, on obtient l'équation du 
cône et l'équation en s correspondante 

en échangeant les colonnes et les lignes du tableau des 
cosinus ; mais on a 8 = 8' , par suite J = J'; en d'autres 
termes 

{a^a^a.Y 4- {b^b^b^f 4- {c^c^c^Y = {axhc^Y 4- (aA^a)' + MaCa). 

Ed. Lucas. 
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Nous avions demandé (/ou?'na/, 1886; p. 213 la date d'un 
ouvrage de Tartaglia (*): Générale trattaio di numeri e misure, 
M. Vigarié nous signale, à ce propos, une note de Terquem 
(Nouvelles. Annales, 1860 ; l^uUetin de bibliographie, p. 14), 
d'après laquelle l'ouvrage en question est de 1S46. 

Mais ilya là, vraisemblablement, une faute d'impression etil 
faut lire, croyons-nous, lo56. Cette dernière date a été donnée 
parle prince Boncompagni dans un ouvrage publié à Rome en 
1837 et portant pour titre : Scritti Inediti del P. D, Pietro Cos- 
sali. A la page 289 de ce livre on trouve une note de la 
Trattato...; stampato in Venezia, anno 4ôo6. La date de 1556 
est aussi celle que donne M. Marie dans son Histoire des sciences 
mathématiques, t. II ; p. 245 

Quoi qu'il en soit, et jusqu'à meilleure information, ce 
serait donc à Stifel (1544) que reviendrait la priorité du tri- 
angle arithmétique de Pascal. 



Extrait d'une lettre de M. Deschamps. 

... Je trouve dans le dernier numéro de votre très inté- 
ressant journal, une démonstration de la réalité des racines 
de l'équation en S, déduite de la relation : 

Cette démonstration est attribuée M. Buckheim (1884). 

Permettez-moi d'appeler votre attention sur une question 
de priorité qui me semble incontestable. La démonstration 
se trouve sous forme identique, mais avec des notations diffé- 



(*) Le testament de Tartaglia, retrouvé à Venise et publié en 1881 par 
le prince Boncompagni, dans un ouvrage consacré à la mémoire de Chel- 
dini, a prouvé que le véritable nom de Tartaglia était Fontana. 

C'est dans le Trattato en question qu'il parle, sans la faire connaître 
complètement, de sa méthode pour résoudre les équations du troisième 
degré. On sait (vo3ez l'ouvrage de M. Marie, loc. cit.) que, selon toute 
vraisemblance, c'est à Tartaglia que Cardan a pris, par un procédé flé- 
trissable, le secret de la formule que nous enseignons sous le nom de 
Cardan, mais qui, en bonne justice, devrait s'appeler formule de Tar- 
taglia. 
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rentes, dans la Géométrie analytique de MM. Sonnet et 
Frontéra (4« édition, 1877; p. 599 et 600)... 

Note. — En citant la source où avait été prise la démon- 
stration en question, je n'avais nullement l'intention d'en 
attribuer la priorité à M. Buckheim. Je voulais seulement, 
par cette indication, présente à mon esprit, au moment où 
j'écrivais cette note, montrer que le calcul donné n'était pas 
nouveau. Cette manière de mettre en évidence la réalité des 
racines de l'équation en S est d'ailleurs très ancienne et 
la propriété, pour cette très petite chose, ne serait pas sans 
doute facile à établir, en admettant qu'elle en valut la peine. 

G. L. 



ECOLE POLYTECHNIQUE 



Concours du 8 juin 1887. 

On donne dans un plan un point w fixe et deux axes fixes, 
Ox, Oy. 

Par (0 on fait passer deux droites rectangulaires rencontrant 
Ox en B et D, Oy en A et C. Par A et B on fait passer une 
parabole P tangente aux axes Ox, Oy en ces points. Par G et 
D on fait passer une parabole V tangente aux axes Ox, Oy en 
ces points. On fait tourner les droites rectangulaires AB, CD 
autour de lo. 

y° Equation des paraboles P et P', des axes et des direc- 
trices. 

2^ Equation du lieu du point de concours des axes et des 
directrices. 

5® Uéquation du lieu du point de concours de leurs axes, lieu 
qui se compose de deux cercles, 

4^ On prouvera que la distance des foyers est constante. 

SOLUTION 

Sans entrer dans tous les détails de la solution que 
comporte cette question très facile, nous indiquerons rapide- 
ment la suivante. 
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Soient M et N les milieux des segments AB, CD ; les 
droites OM, ON 
qui sont visi- 
blement rec- 
tangulaires re- 
présentent res- 
pectivement 
un diamètre do 
P et un dia- 
mètre de P'. 

En projetant 
l'origine en 
F sur AB et 
en F' sur CD, 
on sait que ces 
points sont les 
foyers de P et 

de P'. Si nous menons, par F et par F', des parallèles à OM 
et à ON, les droites FJ, F'J ainsi obtenues, représentent les 
axes de P et de P' et le lieu du point J est donc le cercle 
décrit sur Oco comme diamètre. 

On voit aussi que Ow = FF' ; la distance des deux foyers 
est donc constante. 

La directrice de P' passant par 0, perpendiculairement à 
ON, on voit que OM représente justement cette directrice et, 
pour répondre à la deuxième partie, il faut donc trouver le 
lieu de I. 

En posant 
01 = p, 
on a 




lOa; = 6, 0(0 = h, (àOx = a ; 



p = OF' cos (tt - 20), 
OF' = /i cos (tt — a — 6j. 
L'équation du lieu est donc 

p = A cos (a + 0) cos 20, 
ou, si Ton préfère les coordonnées cartésiennes, 

(x'^ + if Y = h(x cos a — ?/ sin y.){x^ — if) 
C'est une quartique isotropique unicursale, qu'on pourrait 
nommer, pour rappeler sa forme, le trifolium oblique. Lorsque 
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iû est situé sur Tun des axes Oa;, Oy on a le trifolium droit ; 
on trouve le folium double, en supposant w situé sur la 
bissectrice. Toutes ces courbes se construisent, point par 
point, comme l'indique la figure, au moyen de la règle et de 
réquerre. 

Nota. — En considérant les droites isotropes doubles passant 
par 0), la remarque de de la Hire prouve que, à litre singulier, 
elles font partie du lieu. Aussi la solution analytique de la 
troisième partie, lorsque Télimination est dirigée d'une cer- 
taine façon, conduit-elle à une équation du quatrième degré, 
se décomposant en deux facteurs. L'un représente l-e cercle 
décrit sur Ow comme diamètre; l'autre, un cercle évanouis- 
sant, de centre w. 

Si les résultats précédents sont exacts, et malgré l'explica- 
tion, contestable peut-être, qu'on vient de lire, l'énoncé de 
la troisième partie ne nous paraît pas correct. G. L. 

CONCOURS GÉNÉRAL DE 1887 



Mathématiques spéciales, 
3 juin 1887. — I. On représente par 

les coordonnées des poinis d'intersection de deux courbes algébriques 
dont les équations mises sous forme entière sont 

f{x, y) = o, F(a?, y] = o. 
On suppose que ces 'points d'intersection sont simples et situes à dis- 
tance finie. 
!• Montrer que, pour chaque valeur de i, on peut écrire 

fix, y) = [x - Xi)ai[x, 2/) 4- (y — yi)bi{x, y), /; _ r •> m\ 

F(.r, y) = {x-Xi)Ai{^, y) + {y-yi)Bi{x, y), It - i, 2, . . . m; 

les coeflScieQts a*, 6», A»,Bi étant des polynômes en x^y. 

2» On pose 

oi bi 



et 



Ai Bi 



i=in 

(ï)(a:,i/)=:SCi7i(ir, 2/), 

et Ton demande de déterminer les constantes d de manière que le 
polynôme ^ prenne, pour x = x et y = yij une valeur donnée w». 

Montrer que le polynôme ^ ainsi obtenu comprend, comme cas par- 
ticulier, la formule d'interpolation de Lagrange. 
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30 Démontrer que tous les polynômes en x et en y qui, pour x = x et 
y = y prennent la valeur m peuvent être mis sous la forme 

M et N étant des polynômes en x et en y. 

II. — Soient 

/•=o, F = o, 

les équations de deux coniques u et U, et Xj, X2, X3 les racines de 

Téquation obtenue en égalant à zéro le discriminant de la fonction 

r-xF, 

trouver la relation entre Xi, Xj, X3 exprimant la condition nécessaire et 
suffisante pour qu^on puisse inscrire dans la conique u, un quadrilatère 
circonscrit à la conique U. 



ECOLE NORMALE 



16 juin 1887. — On considère la surface (dite cylindroïde) qui, rap- 
portée à des axes rectan,^ulaires, a pour équation : 

z{x^ + 2/') — ^{^^ ~ 2/'i = o. 

Soit M un point de Tespace, dont les coordonnées sont a?', y", z"; on 
propose de ment r de ce point des normales au cylindroïde : 

1" Désignant par a, (3, y les coordonnées du pied de l'une quelconque 
des normales abaissées du point M sur le cylindroïde, on formera Téquation 

e 

du quatrième degré (1) ayant pour racines les valeurs de -, l'équation (2) 

a 

ayant pour racines les valeurs de y, et Ton montrera comment, des 
racines de Tune ou de l'autre de ces équations, on déduirait les coor- 
données des pieds des normales cherchées ; 

2* Sur quel lieu doit se tronver le point M pour que l'équation (1) 
soit réciproque ? Trouver, en supposant le point M situé sur ce lieu, les 
coordonnées des pieds des normales ; 

3" Sur quel lieu doit se trouver le point M pour que Téquation (2) ait 
une racine double égale à 2' ? En supposant le point M situé sur ce lieu, 
reconnaître si les racines de l'équation (2), difierentes de s', sont réelles 
ou imaginaires. 

40 Que représente l'équation (2) quand on y regarde l'inconnue comme 
une constante et x\ 2/', s^ comme les coordonnées d'un point variable. 



QUESTION 21 

Solution par M. Barthe. 



Trouver le lieu des points de contact d'une série de surfaces 
homofocales du second degré avec des plans passant par une 
droite donnée ou par un point donné (0). 
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Soil Tellipsoïde 

h f, 4- - - I = o. 

tt» 6* c* 

L'équation générale des surfaces homofocales est 

x^ y* z* ... 

-^ TT-T + n ". - I - o. (1) 



Le plan polaire du point donné {x^ t/o jsq) P^i* rapport à la 
surface a pour équation 



^,«_X 6*-X c*-X 
Pour avoir l'équation du lieu, il suffit d'éliminer X entre les 
équations (1) et (2) ou, entre Tune d'elles et la suivante obte- 
nue en retranchant -les deux premières. 

x(x - nr,) y(y ^ y^) s(z - z^) _ 

a*-X ^ 6«-X "^ c*-X - ""' (^^ 
Le lieu est, en général, une surface du sixième degré. 
Supposons maintenant que le plan passe par un nouveau 
point (cci j/i Zi), il faut adjoindre au sytème précédent l'équa- 
tion 

^^i yui ^*i i,^ 



a* - X 6* - X C-- X 
ou 

x{x — x^) iiiy — ?/,) z(z — i?i) 



G. (O) 



a* - X 6* - À r« - X 

Le lieu est dans ce cas une courbe. 

Laissons de côté le cas général, et démontrons la proposi- 
tion particulière suivante : 

Si Von considère une série d'ellipsoïdes homofocaux et que^ 
par une droite AB située dans Vun des plans principaux^ on 
mène des plans tangents à tous ces ellipsoïdes^ le lieu des points 
de contact est une circonfirence. 

Supposons la droite située dans le plan des xy, soient 
((Ti, o, o) (j/i, o, o) les coordonnées du point de rencontre 
avec les axés ; d'après ce qui a été vu, on doit éliminer X entre 
les trois équations suivantes : 

x^ 2/' 2* 

+ .1— T I = - O. (1) 



a» - X 6* - X c> - X 
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a" - X 



V - I - o. (2) 



En éliminant X, on a 

X y z^ 

h — -+- I ■= o. (4 

^1 Vx ^ + a* -I- xx^ 

et 

a' - oîTi = h^ - yy^, (5j 

Il faut maintenant prouver que le plan (S) coupe la surface 
(4) suivant un cercle. 

En efiet, Téquation générale des surfaces du second degré 
passant par l'intersection de (4) et de (5) est 

H- (a* — 6* - xjr^ + 2/t/i)(Aaî 4- B?/ + Cz + D) = o. 
Exprimant que cette équation représente une sphère, on a 

et a'i* 4- Aî/i — Ba?! = o 

ca?t = o 

ct/i = o, 
d'où G = o 13 -- Xj A = o. 

Ce qui prouve que Ton peut faire passer une infinité de 
sphères, D étant variable, le lieu est donc bien une circon- 
férence. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



226. — On donne cinq points sur une droite. Celle-ci se 
déplace de manière que quatre de ces points décrivent les 
quatre faces d'un tétraèdre. Le cinquième point décrit une 
ellipse (Maanheim). 

Lorsqu'un des quatre points se déplace sur la droite, cette 
ellipse varie. Prouver que le lieu de son centre est une autre 
ellipse et définir les éléments de cette dernière courbe. 

(Amigues.) 
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227. — Lieu des centres des coniques circonscrites à un 
triangle et dans lesquelles la somme algébrique des carrés 
des demi-axes est égale à K. Interpréter géométriquement 
réquation du lieu. Construire la courbe dans l'hypothèse 
K<0 et discuter ses diverses formes, dans l'autre hypothèse. 

(Amigv>e$.) 

228. — Le lieu des foyers des paraboles, pour lesquelles 
un triangle donné ABC est autopolaire, est un cercle (cercle 
des neuf points). 

Les directrices de ces paraboles passent par un point fixe 
(centre du cercle circonscrit). (Poujade.) 

229. — On considère les paraboles tangentes à deux droites 
données OX, OY, en des points variables A et B. 

Si les directrices passent par un point fixe P 1^ le lieu 
des foyers est un cercle; 2^ la droite AB passe par un 
point fixe Q. (Poujade.) 

230. — Démontrer que Ton a : 

m et/) désignant deux entiers positifs tels que p^m. 

(Roux, élève au lycée de Grenoble.) 



Le Directeur Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



IMPaillERlE CB^ITRALIS DBS CHKMiNS DE PER. — IMPRINBRIB GHAIX, 
BUE bEROBRE^ 20^ PARIS. — 13032-7. 
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SUR LA CUBIQUE 

AUX PIEDS DES NORMALES ISSUES d'uN POINT 

A UNE QUADRIQUE 

Par A. itubry, élève au Lycée Louis-le-Grand (classe deM. Niewenglowski). 



1. — On sait que, dans le plan, Thyperbole d'Apollonius 
est le lieu des points M tels que, si on les joint au point P, 
la droite MP est normale à la polaire du point M, relativement 
à la conique considérée F ; de plus, la polaire réciproque de 
rhyperbole par rapport à E est une parabole, qui est la même 
pour toutes les coniques homofocales à T. 

Le but de cette note est de montrer que Ton peut étendre 
quelques-unes des propriétés de cette hyperbole à la cubique 
gauche que Ton rencontre, dans la géométrie à trois dimen- 
sions, quand on veut mener, d'un point donné, des normales 
à une surface du second degré (*). 

2. — Considérons une quadrique E, à centre unique 0, et 
un point P; cherchons le lieu G des points M dont les plans 
polaires sont perpendiculaires aux droites qui les joignent au 
point P. Le point P appartient à ce lieu, car, lorsque M vient 
se confondre avec P, MP prend une direction indéterminée, 
que Ton peut par suite regarder comme perpendiculaire au 
plan polaire du plan P; le plan polaire du point étant le 
plan de l'infini, et ce plan ayant une direction indéterminée, 
on peut le considérer comme perpendiculaire à PO. Les points 
P et font donc partie de G. Goupons dès lors la surface par 
un plan tz qui contient la droite PO; la section (p est une 
conique qui a son centre en 0. Soit M un point de G situé 
dans le plan w; le point M se trouve sur l'hyperbole d'Apol- 
lonius, relative au point P et à la conique 9, ou, ce qui revient 
au même, la polaire |^. (trace du plan polaire du point M par 
rapport à E) du point M, relativement à (p, est tangente à une 

(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 

JOURNAL DE MATH. SPBC. — 1887 8 



170 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

certaine parabole «f ; le plan polaire du point M, qui est dans 
le plan diamétral tt, est parallèle au diamètre 08, conjugué à 
ce plan; il est aussi parallèle à la perpendiculaire Oe à :r : 
la droite |jl est donc parallèle à l'intersection des plans tc et BOe, 
Or, il n'existe qu'une tangente à la parabole *\f parallèle à une 
direction donnée; il y a donc, dans le plan tu, un seul point du 
lieu, différent de P et 0. C'est donc une cubique gauche, qui 
passe évidemment par les pieds des normales à la surface 
issues du point P. Soient OA, OB et OC les axes de E; le plan 
polaire du pointa;, situé à l'infini sur OA, est le plan BOG, qui 
est perpendiculaire à Pa?; le point x appartient donc à G, 
et, de même, les points à l'infini sur OB et OG. Geci montre 
que Ox, 0//, Oz sont les directions asymptotiques de G. Sup- 
posons que le point M se rapproche indéfiniment du point P; 
la droite PM tend à devenir perpendiculaire au plan polaire 
du point P; la tangente à G, au point P, est donc perpendicu- 
laire au plan polaire du point P. Si, au contraire, M se rap- 
proche de 0, PM tend vers PO ; le plan polaire du point M tend 
à devenir perpendiculaire à OP et disparaît à l'infini; la 
tangente en est donc le diamètre conjugué aux plans per- • 
pendiculaires à OP, attendu que OM est le diamètre conjugué 
des plans parallèles au plan polaire du point M, Remarquons 
enfin que la cubique G demeure la même, quand on considère 
les surfaces homothétiques et concentriques à E, puisque les 
plans polaires d'un même point par rapport à toutes ces 
surfaces sont parallèles. 

En résumé, le lieu des points M dont les plans polaires sont 
perpendiculaires aux droites qui les joignent au point P est une 
cubique gauche G qui passe par les points P et 0, par les pieds 
des normales issues du point ^ à la quairique E, et par les points 
à rinfini sur les axes de cette quadrique. 

Cette cubique G est aussi le lieu des pieds de^ normales issues 
du point P aux surfaces homothétiques et concentnques à E. 
Gar, soit E' l'une de ces surfaces, M un point commun à E' 
et à G; PM est normale au plan polaire du point M par rap- 
port à E', c'est-à-dire normale à E'. 

3. — Avant de chercher les projections de la courbe G 
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sur les plans principaux de E, établissons la proposition 
suivante : 

Soient M un point quelconque, m sa projection sur un plan 
diamétral Q d'une quadrique donnée, projection faite parallè- 
lement au diamètre D conjugué au planQ; la polaire du point m 
par rapport d la section <p faite dans la quadrique par le plan Q 
est la trace sur ce plan du plan polaire du point M. 

Effectivement, désignons par s et t les points où le plan 
polaire du point M rencontre 9; M.t est une tangente à la 
surface et le plan tangent en t, qui passe par M/, est parallèle 
au diamètre D; la droite M.t se projette donc parallèlement 




à D, suivant la tangente mt à 9. De même, la tangente à 9 en s 
passe par le point m, qui est, en conséquence, le pôle de ts 
par rapport à 9. 

Gela étant, supposons que le plan Q soit un plan principal 
de la surface E et soit p la projection d'un point P sur ce 
plan. Si PM est perpendiculaire au plan polaire du point M, 
sa projection pm est perpendiculaire à la trace is de ce plan 
sur le plan Q, c'est-à-dire perpendiculaire à la polaire du 
point m par rapport à 9. Ainsi, quand le point M décrit la 
cubique C. sa projection m décrit l'byperbole d'Apollonius c, 
qui correspond au point p et à la conique 9. 
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Théorème. — La cubique G se projette, sur un plan prin- 
cipal de la surface E selon Vhyperbole d'Apollonius relative à la 
section de E par ce plan et à la pivjeclion du point P sur ce 

même plan. 

(A suivre.) 



NOTE SUR L'HYPOGYCLOIDE 

A QUATRE REBROUSSEMENTS 

(Suite et fin). 

l»ar M. J. Bat, élève à l'École Polytechnique. 



Y -h /o X . ' = o. 



3. — Une tangente à rhypocycloïde à quatre rebrousse- 
ments la rencontre, indépendamment du point de contact, 
en quatre autres points. Cherchons les valeurs de t coires- 
pondant à ces points. 

Soit Iq la valeur de t relative au point de contact de la 
tangente. L'équation de cette tangente est : 

R Ri'' 

Soient x = ^ y y = ^ > 

(1 -+-^2" (i +t'^)2 

les coordonnées d'un des points oîi la tangente rencontre 
rhypocycloïde. Exprimons que la tangente considérée passe 
par ce point. Nous aurons ainsi, en faisant disparaître les 
radicaux, Téquation : 

ou /'« - 3V^'* -+- 2/o(i -+- ^o')^'' - 3^/'^ -+- ^0* '-^ o, 
ou encore 

Si Ton supprime la solution double t' =: /q» qui correspond 
au point de contact de la tangente, on a l'équation cherchée ; 

r* + 2t,t'' -+- 2tot' + ^0* = o. (2) 

Cette équation a deux racines réelles, et deux seulement, 
pour toute valeur non nulle de ^o* Nous laissons au lecteur 
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le soin de démontrer cette propriété. 11 en résulte qu'une 
tangente à la courbe ne la rencontre, indépendamment du 
point de contact, qu'en deux points réels. 

Mais la propriété la plus remarquable de cette équation (2), 
c'est qu'on peut Fidentifier avec Téquation (1) qui donne les 
valeurs de t correspondant aux tangentes menées à la courbe, 
par un point (a?, y) du plan. 

Supposons que le point (x, y) soit sur le cercle, qui passe 
par les points de rebroussement de la courbe. On a alors : 

«* -*- y' — R* = o. 
L'équation (1) peut alors s'écrire : 



ou, en posant 



X X X* 






/♦ 4- 2 V 4- 2tot -f- V = O- 

Cette relation exprime que les points de contact des tan- 
gentes issues du point [x, y) sont sur l'une des deux tangentes 

y 

à la courbe, dont le coefficient angulaire est — /« = ' 

On a donc le théorème suivant : 

Théorème. — Les tangentes aux points oii une tangente à 
rhypocydoide à quatre rebroussements la rencontre^ indépendam- 
ment du point de contact M, concourent en N sur le cercle C qui 
passe par les points de rebroussement de la courbe. La tangente 
en "M. à l'hypocycloide et la normale en N au cercle G sont égale- 
ment inclinées sur les tangentes de rebroussement. 

Par tout point du cercle 

X« -h Y« - R« = o, 
on voit facilement qu'on ne peut mener à la courbe que deux 
tangentes réelles. On peut donc aussi énoncer le théorème 
précédent de la façon suivante : 

Par tout point du cercle qui passe par les points de rebrousse- 
ment de rhypocydoide^ on peut mener à cette courbe deux tangentes 
réelles. Lenveloppe de la droite qui joint les points de contact de 
ces deux tangentes est rhypocydoide eUe-méme. 
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D'ailleurs, il est facile de démontrer que la projection de 
rhypocycloïde sur un plan passant par Tune des tangentes 
de rebroussera ent est la développée d'une ellipse. On peut 
donc étendre à la développée de Tellipse le théorème du § 3, 
et l'on peut dire : 

Les tangentes aux points où une tangente à la développée d'une 
ellipse rencontre cette développée, indépendamment du point de 
contact M, concourent en N sur VeUipse E qui a pour sommets 
les points de rebroussement de la développée. 

4. Théorème. — Si, autour du centre de la courbe, on fait 
pivoter un angle droit AOB, dont les côtés rencontrent la courbe 
en k et en B, les tangentes en ces points sont rectangulaires. 

En effet, soient les coordonnées du point A : 

R R/» 

^i = y 2/1 = 3- 

(l -+- <*)2 (l + /«)2 

Celles du point B oh. la tangente est perpendiculaire à 

AO sont: 

R/« - R 

^^ = T' !/« = [• 

(i -h <«)2 (i -h /*)2 

et Ton a : 

^i^î. + y^y, = 0. 

5. — L'équation d'une normale à la courbe au point carac- 
térisé par le paramètre t est : 

Y-ix+fc=o. 
t 

Si Ton exprime qu'elle passe au point : 

R m» 

x = j, y = 3, 



nous aurons : 



(H-^»)2 (l-4-/*)2 

R/» I R 



3 i 3 + fc = G, 



d'oîi 



(1 -ht^)2 (l +/«)2 

R(/« - I) 



k = - 



t\/i +/» 
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L'équation de la normale au point (a?, y) est donc : 
! ou, en posant -= ^, 

I — QX H =^=— = O. 

v/i + 0' 

L'équation aux coefficients angulaires des normales menées 
d'un point {x, y) à la courbe est donc : 

{y - ea;)*(i + Ô«) - R«(ô« - i )« = o, 
ou (a?' - R«)Ô* - 2Ô«aî?/ + ^"(a^ + 1/* + 2R2) - aOajy + y» - R* = o. 

La forme de cette équation met en évidence le théorème 
suivant : 

Théorème. — Les quatre normaki que Vcm peut mener 
d'un point à l hypocycloïde font avec Vune quelconque des tan- 
gentes de r ébrouai sèment des angles dont la somme eut un multiple 

de 7c. 



GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE 

(ÉTUDE BIBLIOGRAPHIQUE ET TERMINOLOGIQUE) 

Par M. ÉmUe Vii^arlé. 

(Suite, voir p. 148). 



24. Point associé à l'infini (M^ Moo). — A un point M 
(a, p, y) associons un second point dont les coordonnées 
soient ; 

P"~Y y — a a — p. 

Ce point, qui est situé à Tinfini puisque la somme de ses coor- 
données est nulle, est appelée point de Pinfini associé à M, 
ou, plus brièvement, on dit qu'il est Yassocié à Vinfini: nous 
noterons un tel point par la lettre M» (*). 

(*) Consulter à ce sujet: G. de Longehamps. J. JE., 1886, pp. 132, 154- 
158, 232. 
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Le point M« est le point harmoniquement associé à la 
transversale réciproque (*) de la droite qui joint le point M 
au centre de gravité G du triangle. Réciproquement : Étant 
donné un point Mo© à Tinfini, si Ton prend la droite ja harmo- 
niquement associée à ce point, puis la transversale réci- 
proque fxo : tout point pris sur \l admet le point Mœ pour 
associé à l'infini. Le point M», associé à Tinfini au point M, 
se construira donc de la manière suivante : 

On joint MG, cette droite coupe BG en D'', on prend le 
point D'isotomique de D'' et le point D conjugué harmonique 
de D'. La droite AD et les deux droites analogues, obtenues 
par une construction semblable, elles sont parallèles; con- 
courent à l'infini au point M». 

La construction de Fassocié à Tinfini peut encore se faire 
simplement par la considération des points isobariques : 

En effet, au point M (A, B, G) (voir § 23), correspondent 
deux points isobariques M* (B^ G, A) et M? (G, A, B). La 
droite MjMf qui a pour équation : 

Sa(BG - A«) = G 
passe par le point Moo, en vertu de l'identité évidente 

S(B-G)(BG-A«)=:o. 

25. Associations irrationnelles. — Gette transfor- 
mation est celle dans laquelle on associe, à des nombres 
donnés, d'autres nombres liés à ceux-ci par des formules 
renfermant des symboles irrationnels. Goosidérons les élé- 
ments A', B', G' associés aux quantités A, B, G au moyen des 
formules 

A^ _ B^ _ a 

±:V/Â ±:\/B rhy/G 
Gette association signalée par M. de Longchamps (**) n'est 
pas uniforme comme celles que nous avons étudiées précé- 
demment; elle est complexe, si par là nous voulons exprimer 
qu'à un point donné correspondent plusieurs points. 

(•) Cette droite est étudiée au § 31. 

{**) Voir sur les associatixins irraiiorm^le^^^ et le de)ni-potentiel, G. 4© Long- 
champs, ^ /. E. 1886, pp. 273-276. 
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Étant donné un point M (A, B, C) dans Tintérieur du triangle 
de référence, voici comment on peut déterminer les points 
(A', B', G'). Soit [ji la droite harmoniquement associée au 
point M; elle coupe les côtés du triangle en P, Q, R. Le 
point P étant sur BG, on prend le point P' tel que 

PF^ = PB.PG. 
Soient Q', R' les points analogues à P'. Les trois droites AP', 
BQ', GR' concourent en un même point M' dont les coordon- 
nées sont : _ _ _ 

V^A, v/B, v/C 
Les radicaux étant pris avec le signe -t- ; les trois autres 
points qui correspondent à M sont les points algébriquement 
associés à M'* 

26. Le demi-potentieL — Le demi-potentiel est le point 
remarquable P qui, dans le triangle ABC, a pour coordonnées 

ce point se construit de la manière suivante : 

Par les pieds L, M, N des bissectrices extérieures, on mène 

les tangentes LZ, Mm, Nn au cercle circonscrit, et Ton rabat 

Ll sur LBG en LL' ; les droites AL', BM', GN' concourent au 

point P. 

(A suivre.) 



PROBLEME DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 

DONNÉ A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE (1887) 

Solution ^géométrique par M. Malloizel, professeur à PÉcole 

préparatoire de Sainte-Barbe. 



D'un quart de tore supposé plein on enlève la portion comprise 
à V intérieur cFun cône donné: représenter par ses projetions le 
solide obtenu, Laxe du tore est vertical'^ le plan de front et le 
plan de profil de cet axe limitent le quart de tore, lequel est 
situé en avant du premiei* plan et à droite du second. Le cône a 
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son sommet sur Vaxe du tore. Pour déterminer sa directrice^ on 
imagine la sphère dont un grand cercle coïncide avec le cercle de 
front qui limite le quart de tore. Prenons, par rapport à cette 
sphère, le plan polaire du sommet du cône, enfin menons à égale 
distance de ce plan et du sommet du cône, un second plan paral- 
lèle au premier. Ce second plan coupera le quart de tore suivant 
la directrice qu'il s'agissait d'indiquer. Le rayon du cercle géné- 
rateur du tore sera de 8^". La distance du centre de ce cercle à 
Vaxe sera de 17^". La hauteur du sommet du cône au-dessus du 
centre du tore sera de 4*^". La projection horizontale du centre 
du tore sera à ¥^ au-dessous et la projection verticale à 13^"* au- 
dessus du centre du cadre, sur la parallèle au grand côté sittU 
à 12°" à gauche de ce point. 

On obtient simultanément les points appartenant à la 
directrice du cône et la seconde courbe d'intersection du 
cône et du tore par la construction suivante : 

Tout plan mené par l'axe coupe le plan P suivant une 
droite qui passe par le point fixe wo)', trace de Taxe sur le 
plan et qui ramenée, dans le plan de front de cet axe 
devient tùe\d\. S'c'j, S'd\ sont les génératrices correspon- 
dantes du cône et par suite m\, n\ les points de la courbe 
cherchée après la rotation. Je dis que m\ri^ est parallèle 
à S'û)'. En effet, m\n\ et e\d\ se coupent en e\ sur la po- 
laire a^V de S' par rapport au cercle générateur du tore, 
donc e\c\d\ — e\b'a' — e\m\n\ — e\S' forment un fais- 
ceau harmonique. D'autre part, et d'après les données, w' est 
le milieu de S'K' et par suite le rayon e\m\n\ du faisceau 
précédent est parallèle à SV. D'ailleurs, la longueur e\e' est 
une constante; les points m'i n'^ se ramènent donc en m\n\ 
sur la ligne de rappel de e' et la projection verticale est le 
cercle générateur du tore transporté parallèlement à xy de ée\. 
De là résulte que les points de la courbe sont deux à deux 
sur une même verticale et que, par suite, en projection 
horizontale tous les points sont doubles. Cette projection 
est une parabole: 

Menons w' parallèle à S'cd' à gauche de cette droite et à une 
distance égale à la longueur constante e'e\. On voit de suite 
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que (m, n) étant la projection horizontale copamune des deux 
points on a : 

mo = onii = g'm\ = mV = mv. 




La parabole a donc o pour foyer et vv' pour directrice. 
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On a en {d^ d) les projections d*ttû point quelconque de la 
directrice du cônô. ^ 

Reiiarque. — La démonstration est indépendante de la 
cote du sommet; elle ne tient compte que de cette condition 
que le plan P est équidistant du plan polaire et du sommet 
du cône. 



QUESTIONS D'EXAMEN 



Mk** 



13. — Discuter la courbe U qui correspond aux équations 

X = at* H- bt 4- c , 
y= a't«+b't-f- c', 
zrrra'tM- b't + c'; 
dans lesquelles t désigne un paramètre variable 

\^ En cherchant le nombre de points communs à U et à un 
plan, on voit que Ton est conduit à une équation du second 
degré en t ; donc U est une coniqtie, 

2^ Pour avoir le genre de la conique, on peut chercher la 
nature de ses directions asymptotiques. Or, un point M de U 
ne peut être situé à Tinfîni que si t est égal à ± oo . Dans 
cette hypothèse, on trouve que le point est rejeté à l'infini, 
dans une direction unique (a, p, y), 

a p 



a a a 



Ainsi U est une parabole^ et la direction des diamètres est 
celle de la droite A : 

^ = ^ = 1. 
a a' a' 

On arrive aussi à ce résultat, en considérant les projectiotus 
de U sur les plans de coordonnées. 

3® Si Ton veut déterminer le sommet de la parabole, on 
observera qu'en ce point, la tangente est perpendiculaire à 
A. Or, pour les courbes unicursales, les équations de la tan- 
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geate au point œ, y, z sont 

X-x Y -y 


Z - 3 


dx ~ dy ~ 
dt dt 

m 

ou, dans le cas présent, 

X-x Y -y 


d^ ' 

dt 
Z- z 



at -i- b dt 4- y a't h- b' 
On a donc, pour déterminer le paramètre t qui correspond 
au sommet de TT, l'égalité 

t{a* -h o'» 4- a'*) -h ab -h db' + a'V = 0, etc. 

14. — Combien y a-t-il de parabolo'ides passant par la courbe 
cymmune à deux quadriques? De quelle nature sont-ils? 

Soient 

U = o, V=o, 

les équations des deux quadriques données; posons 

U s: ç(ir, 1/, s) -h . . . V =: ^{Xy y,z) -h . . ; 

<p, <{; désignant des formes homogènes du second degré. 

Alors, U 4- XV = o représente l'équation générale des qua- 
driques Q, passant par les points communs à U et à V. 

D'après cela, Q sera un paraboloïdè si Ton prend pour X une 
des racines de l'équation R(X) = o obtenue en égalant à zéro 
le discriminant A de la forme quadratique 

<p(x, y, z) 4- mx, t/, z). (1) 

Ce discriminant A est une fonction du troisième degré 
en X que l'on a rencontrée quand on a traité, dans la géomé- 
trie à deux dimensions, l'intersection des deux coniques 
? = o, ^ = o (*). 

En nous reportant à cette discussion, nous voyons que trois 
cas sont à distinguer; à chacun d'eux correspond, pour la 
forme (1), une décomposition en une somme ou une différence 
de deux carrés et, par suite, un paraboloïdè elliptique ou 
hyperbolique. 

Ces trois cas sont 

(*) On Toit ici, et dans beaucoup d'autres questions, Tayantage d'adopter, 
pour la forme quadratique ternaire une môme notation, dans la géo- 
métrie plane et dans la géométrie à trois dimensions. 



18^ iOUBNAL DB IIATHÉMÀTIQUES SPÉCIALES 

1® Trois paraboloïdes hyperboliques; 

2® Deux paraboloïdes elliptiques imaginaires et un para- 
boloïde hyperbolique; 

3^ Deux paraboloïdes elliptiques réels et un paraboloïde 
hyperbolique. 

En résumé; il y a toujours un ou trois paraboloïdes hyper- 
boliques passant par la courbe commune à deux quadriques. 

16. — Y a-t-il des solutions réelles à V équation 

X'-\ogx = o, (a > t), (i) 

a désignant la base du système de logarithmes? 

En appliquant le théorème de Rolle à Téqualion (1) on 
trouve qu'il y a deux racines réelles lorsque la condition 

log e — log loge < G, (2) 

est vérifiée; les racines sont imaginaires, dans Tautre hypo- 
thèse. 

L'inégalité (2) peut s'écrire 

ou, puisqu'on suppose a > i , 

e 



Mais on sait que 
on a donc 
ou enfin 



loge 
logae.logea= I ; 
elog,a< I, 



1 
a <e«. 

C'est la condition cherchée; elle est compatible avec l'hypo- 
thèse que nous avons faite (a > i ). Pour conclure, nous 
voyons donc que dans les systèmes de logarithmes dont la 

base est choisie entre l'unité et le nombre transcendant eê, 
il y aura, dans la table correspondante, deux nombres ayant 
la même valeur que leurs logarithmes. 

16. — Quel est le nombre de conditions auxquelles on assu- 
jettit une courbe U, quand on donne un point multiple A, d* ordre j . 

En transportant les axes parallèlement à eux-^mémes en ce 
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point, tous les termes de réquation, jusques et y compris 
ceux de Tordre J — i doivent disparaître. Or les termes du 
degré (j — i) sont représentés symboliquement par 



I 



(xf +yt+ zn^-'K 



U- 1)1 

Le nombre de ces termes, par une formule connue (C. M. S; 
Alg., p. 34), est 

2 

D'ailleurs, si toutes les dérivées d'ordre (7 — i ) sont nulles, 
toutes celles d'un ordre inférieur sont nulles; ainsi la connais- 
sance d'un point multiple d'ordre ;, quand ce point est donné, 

équivaut û --^ ~ conditions simples. 

17. — Appliquer le théorème de Sturm à Féquation 

— X X^ 05^+* 

V = I H h — 



I 2! (2p -h i)! 

On sait (C. M, S., t. I, § 479) comment, par une application 

très simple du théorème de Rolle, on démontre qu'une pareille 

équation n'a qu'une racine réelle. On peut aussi établir ce 

fait, au moyen du théorème de Sturm, de la manière suivante: 

On a d'abord 

dV X x^P 

dx 1 2p! 

Divisons V par V^ ; les polynômes V et V^ étant ordonnés 
par rapport aux puissances croissantes de x ; nous avons 

(2p -h l)! 

En posant : 

* "" (2p H- l)! 

on a 

V = V, - V. 

et Ton peut appliquer le théorème de Sturm aux trois fonctions 

V, V„ V,. 
En désignant par e une quantité positive, infiniment petite, 
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on forme alors le tableau suivant : 

— 00 — H- -h 

— e -h + 4- 
+ e + -h - 
H- 00 -t- 4- — 

D'oîi Ton conclut que l'équation V = o, admet une seule 
racine réelle, comprise entre zéro et — oo . ' 



QUESTION 122 

Solntion par M. Rat (*), élève de matliématiques spéciales au lycée 

Saint-Louis (classe de M. Piéron). 



On considère une ellipse F rapportée à ses axes. Désignons par 
P et Q les extrémités du grand axe, et imaginons sur r un point 
mobile M. Les droites PM et QM rencontrent le cercle A, décrit 
sur PQ comme diamètre, en des points A et B. 

!<> Trouver le lieu décrit par le pôle G de la droite AB par rap- 
port à A. Ce lieu est Vellipse qui correspond à Inéquation 

X» y» _ 

a» "^ / a« + b» \2 ~ ' ' - 
\ 2b / 
2<> Démontrer qu'en désignant par 9 V angle d'anomalie du point 
M, Véquation du cercle AMB est 

a« + b« . 
x> 4- y« — 2ax cos 9 — y sm 9 + a* = o. 

3** Lieu des points de contact des tangentes menées de V origine 
aux cercles AMB. Ce lieu est te cercle A lui-même. 

4<* Enveloppe des cercles AMB. On trouve deux cercles, corres^ 

pondant aux équations 

c*y c'y 
X* 4- y» + --- - a> = o, X* H- y* -f - a* = o. 

X) D 

S° Lieu des centres de similitude du cercle principal A et du 

cercle mobile AMB. 

(G. L.) 

(*) Aujourd'hui, élève à l'école Polytechnique. 
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1® Soient a cos (pet b sin cp les coordonnées d'un point M de 
Tellipse.Leséquationsdes droites PMetQMsont respectivement 

a{y — b sin <p)(i — cos cp) + 6 sin (p(a? — a cos <p) = o, 
et a{y — b sin (p)(i -h cos <p) — 6 sin (p(a; — a cos cp) = o, 
et réquation quadratique du système de ces droites se met, 
après réductions, sous la forme : 
a* sin* cp(y — 6 sin <p)" + 2ab sin :p cos cp (a? — a cos ^)iy — b sin cp) 

— 6* sin* (f(x — a cos 9)* = o, 
égalité qu'on peut écrire 

(a^y* — b^x* -h a*6*) sin 9 -h 2abxy cos cp — 2a'6j/ = o. (1) 
L'équation du cercle principal A est d'ailleurs 

a;» + j» - a* = o. (2) 

Si nous multiplions Téquation (2) par 6* et si nous ajou- 
tons ce résultat à Téqualion (i) nous avons : 

î/[(a* -h b*)y sin cp ■+■ 2abx cos cp — 2a*6] = o, 
qui représente deux droites, passant par les points communs 
aux cercles A et aux droites PM et QM. L'une des droites 
obtenues est la droite PQ; donc l'autre est la droite AB, dont 
l'équation est : 

2ax cos 9 + -^ — 7 — -y sm 9 — 2a* = o. (3) 

Soient a et p les coordonnées du pôle de la droite AB 

ao; H- py — a* = o. (4) 

Si l'on identifie (3) et (4), on a les relations : 

sin (p 26 cos cp 



(ii a 



2b, 



a*-h b^ a 

On tire de là sin cp et cos cp, et, en utilisant la relation 

sin* cp H- cos* <p = T , 
on a l'équation du lieu du pôle de la droite AB, qui est (en 
remplaçant a et p par x eiy) : 

X* t/* 



\ 2b ) 



2<* L'équation générale des cercles passant par les points 

d'intersection A et B de la droite AB avec le cercle A est : 

a* H- 6* 
\(x^ -h y* — a*) H- 2ax cos <p h 7 — y sm<p — 2a* = o. 
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Si on détermine X de façon que le cercle représenté par 
l'équation précédente passe en M, on trouve X = — i . 
L'équation du cercle circonscrit au triangle A.MB est donc : 

a« -4- 6* . 

^* + y^ — ^û^ cos <p 7 sin cp + a* =: 0. (4) 

3** Pour avoir l'équation du lieu des points de conlact 
des tangentes menées de l'origine aux cercles AMB, il faut 
éliminer le paramètre variable <p entre l'équation du cercle 
AMB et l'équation de la polaire de l'origine par rapport au 

cercle AMB : 

a* + 6« . 
2ax cos cp H 7 y sin cp — 2a' = o; 

ce qui donne, en ajoutant ces équations membre à membre 

x^ + y* — a* = o. 

ce lieu est donc le cercle A lui-même. 

4° Pour avoir l'enveloppe des cercles AMB, il faut éliminer 

le paramètre variable cp entre l'équation (4) et la dérivée du 

premier membre de cette équation (4), prise par rapport à 9, 

a* -f- 6* 
2ax sin cp 7 y cos 9 = 0. 

Des équations (4) et (5) on tire 

o* + 6« 

Sin <p = 



x^ -h y* -h a* 
et 

2ax 

cos CD = r • 

^ 05* + j/* -4- a* 

Portant ces valeurs de sin cp et cos 9 dans la relation 

sin* cp + cos* © = I , on a l'équation du lieu ; 

/a* 4- 6*\2 
(a;* + y* + a*)* - ( — 7 — ) y* - 4a^x^ = o, 

qui peut s'écrire : 

/c*\2 
(oc* 4- j/*)* - 2a*(aî* + y*) 4- a* - ( -- j t/* = o. 

en posant 

c^ = a^ ^ b\ 
ou encore 

{x% + j/* ^ a*)* - (^-j 2/* = o. 
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On voit donc qu'on a, comme lieu, les deux cercles repré- 
sentés par les équations : 



x^ -h y^ --y - a^ = o, 



et 



c« 



/p» 4- y» + _ y _ a* = G. 



Ces deux cercles sont symétriquement placés par rapport 
à Taxe des x et ils passent par les points P et Q. 

5° Pour trouver le lieu des centres de similitude du cercle 
A et du cercle mobile AMB, nous chercherons le lieu des 
points de rencontre des tangentes communes aux deux cercles 
avec la ligne des centres. 

L'équation du cercle A peut s'écrire 

{x-a cos 9)* + (1/ -^ sm cp)« - (^— j sm» (p -= o. 

L'équation d'une tangente commune aux cercles A et AMB 

est donc 

q} _j_ ja c' 
(x— acoscp) cos(o -\-(y — sin9)sin(o rsinç = o, (6) 

avec la relation : 



a« 



a cos cp cos u) H r — sin 9 sin «o h — r sinç = ± a, (7) 

^ 20 26 ' 

qui exprime que la droite (6) est à une distance du centre du 

cercle A, égale au rayon de ce cercle. 

D'autre part, l'équation de la ligne des centres des deux 

cercles considérés est : 

X . y 



a cos 9 a* -H 6" . 

sin 9 



(8) 



26 

On aura donc le lieu des centres de similitude des cercles 
AMB et A, en éliminant les paramètres variables 9 et (o entre 
les équations (6), (7) et (8). 

Or, de l'équation (8) on tire : 

X __ y X cos û) 4- j/ sin o) 

a cos 9 "~ a* 4- 6» . ~ a^-\-b^ , ' 

— sin© a cos 9 cos <D H — smcsiuo) 

26 ^ 26 ^ 
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d'oïl Ton tire en tenant compte des équations (6) et (7) : 

a; _ y _ dz a 

a cos 9 a* + 6* . c' . 

— smcD ±a rSina» 

20 • 20 ^ 

Si on tire sin 9 et cos 9 de ces deux dernières équations 
et qu'on porte ces valeurs dans la relation 8in"<p-i-cos"(p = 1, 
on a réquation du lieu des centres de similitude des deux 
cercles A et AMB. On trouve ainsi : 

\a*b^y^ + (a* + b^yx^ — [c^y ± a{a'^ -+- 6'j]* == o. 
ou 

(a« + b^yx^ H- (4a«6« - c')y* - 2ac»(a« + b^)y - a^{a^ -h 6»)* = o, 
et 
(a« H- b^yx* -f- (4a»6« - c*)y* -r 2ac*(a« + 6*)y ~ a^a* + 6«)« =r o. 
On a donc pour le lieu cherché un système de deux coniques, 
symétriques par rapport à Taxe des y, et symétriquement 
placées par rapport à Taxe des x. Ces deux coniques passent 
aux points P et Q. 
Ces deux coniques seront des ellipses, si Ton a ; 

4a«6* — c* > o, 
ou (206 -4- c^){2ab — c*) > o, 

ou 2ab — (a* — 6*) > o, 

ou [b -h a[\/2 -¥■ i)][b — a(\/2 — 0-' > o» 

ou enfin b > a(v/2 — i). 

Si 6 < a(v/2 — i), les coniques précédentes sont des 
hyperboles. 

Si, en particulier, b = a(v/2 — i), ces deux coniques 
sont des paraboles. 

Nota. — Solutions analogues par MM. Aug. Blanc, élève au lycée de 
Marseille; Amoureux, lycée de Grenoble ; Giat, lycée Saint-Louis (classe 
de M. Ed. Lucas) ; Vacquant, ancien élève de mathématiques spéciales 
au lycée de Lille; Hugon, à Poligny; Yalsdïrègue, au lycée de Montpel- 
lier; Taratte, élève de mathématiques spéciales au lycée Sainl^Louis; 
Marzarit, au lycée d*Angoulôme; E. Simonot, élève de mathématiques 
spéciales à la faculté libre de Lyon; Séquestre, au lycée d'Angoulême; 
F. Michel, élève de mathématiques spéciales au lycée de Montpellier; 
Charles Martin, lycée Gondorcet; GroUeau, maître auxiliaire au lycée de 
Maiseille. 
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VARIÉTÉS 



SUR LES FONDEMENTS DU CALCUL 

INFINITÉSIMAL 

Par M. Cl. JMilhaudf professeur de Mathématiques spéciales 

au Lycée du Havre. 

(Suite et /în, voir p. 141.) 



Arrivous maintenant à la deuxième interprétation du pro- 
blème; elle porte au fond sur Timpossibilité pour Tesprit de 
reconstituer un élément quelconque déterminé à l'aide de la 
série illimitée de parties en lesquelles la pensée peut logi- 
quement le subdiviser. Ainsi reprenons l'exemple de la 
progression géométrique. L'extrémité A„ de la longueur va- 
riable décrit successivemeni, à partir de sa position initiale 

Al, les chemins — > . . . , et par conséquent a, pour position 

lO 100 r r 

limite, un certain point L situé à une distance — du point 0, 
Que l'on compose, par la pensée, le total i -\ \- ... h » 

10 10" 

quel que soit le terme ou l'on s'arrête, la somme est moindre 
que OL, et si on essaie de parvenir ainsi à la formation de 
OL, on se heurte à un obstacle insurmontable, parce que le 
procédé logique qu'emploie l'esprit est inépuisable. Le mobile 
auquel on aurait donné par exemple un mouvement uni- 
forme arrivera jusqu'en L; l'esprit ne peut l'y suivre, s'il 
s'assujettit à décomposer le chemin en parties dont le nombre 
est illimité. 11 y a là une question des plus intéressantes 
pour les philosophes, mais elle n'a aucun rapport avec le 
fait mathématique que le mobile A« de notre exemple a 
pour position limite le point L. 

Tout le monde connaît le fameux problème d'Achille et de 
la tortue. Achille va dix fois plus vite que la tortue, la dis- 
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tance qui les sépare à Tinstant du départ est, pour fixer les 
idées, de 10 mètres. Quand Achille aura parcouru ces 10 
mètres, disait Zenon, la tortue aura parcouru 1 mètre, la dis- 
tance qui les sépare sera devenue i mètre; quand Achille 

l'aura parcourue, la tortue se sera avancée de — » et ainsi de 

10 

suite ; la distance deviendra après chaque instant le dixième 
de ce qu'elle était a l'instant précédent,. d/e ne sera donc ja- 
mais nulle. 

Les idées se suivent logiquement jusqu'à la conclusion 
exclusivement. Que fait en effet Tesprit qui ajoute les petits 

chemins i, • • Nous Tavons vu, il construit une longueur 

lO ^ 

qui reste inférieure à — de mètre. Il n explore que la portion 

de droite en deçà du point L situé à cette distance du point 
de départ de la tortue. En supposant que le mouvement soit 
uniforme et de vitesse i, on voit également que Tesprit en 

ajoutant i sec, — de 6*, de «... forme une durée qui 

10 lOO ^ 

reste inférieure à — de 5. Il n'a cherché l'instaot de la ren- 

9 

contre que dans un intervalle de temps limité à — de seconde 

9 
En procédant ainsi, il n'arrive pas à engendrer toute la portion 

de droite se terminant en L, ou toute la durée se terminant 
à cet instant. Mais la conclusion logique doit être alors : qu'eu 
deçà d'un certain point sur la droite, et d'un certain instant 
dans le temps, la rencontre n'aura pas lieu. Le mot jamais 
qui intervient dans la conclusion du sophisme, et auquel on 
voudrait faire signifier « si loin qu'on se place dans le temps 
— dans l'avenir » empêche la conclusion d'être logique. Que si 
le mot jamais n'implique pas l'idée du temps illimité qui va 
s'écouler à partir de l'instant présent, s'il est dépouillé de ce 
sens objectif, pour désigner une impossibilité logique pour 
l'esprit d'apercevoir le point ou l'instant de la rencontre, 
quand il se place pour le chercher dans une position particu- 
lière, à laquelle est due cette impossibilité, il est bien évident 
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que tout sophisme a disparu, le raisonnement est absolument 
rigoureux et la conclusion ne fait que signaler une difficulté 
que nous reconnaissons tous. 

Il est inutile d'insister davantage sur cette difficulté méta- 
physique. Mais il faut bien constater en quel point de nos 
recherches nous Tavons rencontrée. Nous sommes bien loin 
de la notion mathématique de limite, dont la définition si 
simple et si claire peut sans soulever plus de difficultés être 
placée à côté des définitions de géométrie ou d'algèbre élé- 
mentaire. Nous avons étudié, en dehors de la compréhension 
de cette idée de limite, une question qui n'intervient jamais 
dans les raisonnements mathématiques : la variable peut- 
elle atteindre sa limite ? — Et c'est enfin en nous plaçant à un 
point de vue tout spécial dans ce dernier problème, que nous 
avons rencontré une vraie difficulté métaphysique : elle existe, 
elle est intéressante, mais nos raisonnements fondés sur la 
notion de limite len sont absolument indépendants. 



IV 



La notion de continuité est également fondamentale en 
analyse. Mais ici encore il sera aisé de séparer l'élément 
nouveau purement analytique de celui dont la nature échappe 
à tout examen. Ce dernier est le concept du continu, dont 
on peut discuter et étudier indéfiniment la signification ou 
l'origine : on n'arrivera certainement pas à le comprendra, 
c'est-à-dire à le ramener à des concepts plus simples. C'est 
une de ces notions premières comparables aux idées d'espace 
et de temps, et d'ailleurs impliquées par celles-ci, qui ne 
répond peut-être à aucune réalité objective et pourrait bien 
u'être qu'une loi formelle de notre esprit. Quoi qu'il en soit, 
la géométrie suppose cette notion dès le début. Que devien- 
drait sans elle l'idée de la ligne la plus simple? L'arithmé- 
tique la trouve dans ses fondements même, lorsqu'elle crée 
des symboles pour représenter tous les états des grandeurs. 
Plus généralement, elle intervient en analyse dans ce prin- 
cipe si fréquemment applique, — toute quantité seulement 
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croissante ou seulement décroissante a une limite si elle ne 
croit pas ou ne décroît pas indéfiniment. C'est là un postulat 
impliqué dans notre notion du continu (*). M. Tannery, dans 
son introduction à la théorie des fonctions d'une variable, a 
montré qu'en se plaçant à un point de vue purement abstrait, 
en laissant de côté la considération des quantités concrètes, 
on peut se passer de ce principe. Mais, en tous cas, que le 
postulat soit laissé dans l'analyse pure, au lieu d'être reculé 
jusqu'aux applications, il est loin d'être introduit par le haut' 
calcul, puisqu'il est déjà indispensable à la définition d'un 

nombre tel que yj i par exemple. L'élément nouveau qui 
intervient dans l'analyse supérieure, c'est la continuité d'une 
fonction, une continuité relative, si Ton veut, dont la défini- 
tion, donnée dans tous les cours d'algèbre, se ramène immé- 
diatement à celle de la limite, et se trouve être aussi rigou- 
reuse que n'importe quelle définition élémentaire. 

Ainsi, le calcul infinitésimal, de quelque façon qu'il ait été 
d'abord compris par ses inventeurs eux-mêmes, et toute 
théorie construite logiquement sur la notion de limite, n'est 
qu'un développement naturel et logique des principes posés dès 
les premiers pas des sciences mathématiques, sans interven- 
tion d'aucune difficulté nouvelle. 

C'est la conclusion que nous avions en vue. 

(*) Voir sur ce sujet notre préface delà traduction delà Théorie géné- 
rale des Fonctions f de Paul du Bois-Reymond, chez Hormann, rue de 
la Sorbonne, Paris. 



Le Directeur Gérant, 
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SUR LA CUBIQUE 

AUX PIEDS DES NORMALES ISSUES d'uN POINT 

A UNE QUADRIQUE 

Par M. A. Aubry, élève au Lycée Louis-le-Grand 
[classe de M. Niewenglowski). 

{Suite, voir p. 169.) 



4. — Tout cône ayant son sommet sur la cubique G et 
passant par cette cubique est, comme Ton sait, du second 
ordre; puisque ce cône passe en particulier par les points 
à Finfini sur G, on voit qu*il contient les parallèles aux axes 
de E menées par son sommet, et que, par suite, il est capable 
d'une infinité de trièdres trirectangles inscrits. Considérons 
eelui de ces cônes qui a son sommet au point P ; soit T ce cône. 
Soient Eo Tune des surfaces homofocales à E passant par le 
point P, PI la normale en P à cette surface et tc le plan tangent. 
Le lieu des pôles d*un plan fixe par rapport à une famille de 
quadriques homofocales étant une droite perpendiculaire à ce 
plan, le lieu des pôles du plan tu est PI ; le pôle du plan tu par 
rapport à E se trouve donc sur PI, soit I ce point : il est clair 
qu'il appartient à G, d'après la définition même de cette 
courbe. On voit que le cône T passe par les normales en P aux 
surfaces homofocales à E qui passent par ce point P ; il con- 
tieat d'ailleurs PO, ainsi que les parallèles aux axes de E. 
Ge cône ne change pas quand Ton substitue à E une quadrique 
qui possède les mêmes focales. Donc : 

Théorème. — Les normales issues^ d'un point P, à une série de 
quadriques homofocales sont situas sur un cône du second ordre. 

6. — Gomme chacun sait, ces résultats s'expliquent aisé- 
ment. par le calcul; aussi ne m'arrêterai-je point à les démon- 
trer de nouveau. Supposons que E soit, par exemple, un ellip- 
soïde; rapportoDS-le à ses axes principaux; il a pour équation 

o* 6» c" * 
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a, p, y désignant les coordonnées du point P, la courbe G a 
pour équations 

X y z ^ 

et Ton peut prendre, pour coordonnées d'un de ses points M: 

a^x 6*ô c«Y 

X= 9 V = -. 9 JSP= ■ • 

A X = 0, correspond le point P; et, à X = oo , le point 0. Le 
plan polaire du point M a pour équation 

a* -h X 6* -h X c« + X 
ce plan enveloppe une développable de la troisième classe. 
L'équation précédente est d'ailleurs l'équation du plan polaire 
du point P par rapport à une surface homofocale à £. De là, 
on» conclut que la polaire réciproqae de la courbe G, par rapport 
à la surface E, est une développable de la iroùième classe, qni 
demeure la même pour toutes les quadriques homofocales à E. 

6. — Parmi les surfaces homothétiques et concentriques 
à E, considérons son cône asymptote S; la cubique G, qui 
passe par le sommet 0, rencontre le cône S en quatre 
autres points. On peut donc, d'un point quelconque, mener 
quatre normales à un cône du second degré ; leurs points 
d'incidence sont d'ailleurs sur la sphère décrite sur OP 
comme diamètre. La courbe C est donc tangente à cette 
sphère au point 0, attendu qu'une cubique gauche perce une 
quadrique en six points, distincts ou confondus. Cela ressort 
d'ailleurs de ce que l'équation en X 

a*a« 6«S« c*Y* 



(a* -f ly (6« -h ly (c^ + Xj» 
a deux racines qui augmentent indéfiniment quand h teud 
vers zéro, et de ce fait, qu'à une valeur infinie de X, corres- 
pond, sur C, le point 0. 

Les valeurs de X, qui correspondent aux pieds des nor- 
males au cône, sont données par l'équation 

o»a* 6*6* c*Y* 



(a* + X)* {6« + X)» (c» -h X)« 



JOURNAL DE MAtHâMATlQUSS SpAgIALES 195 

Posons a' + X = -; cetle équation pourra s'écrire, en la 

p 
rendant entière, 

a«a»[p(6» - a^) + i]«[p(c« - a«) + i]« + . . . = o. 
La somme des racines est 

6» ^ qa 4, ça _ g» r I ^ -1 

^ (6« - a*)(c^ - a') ~" \a^ - 6» "^ a» - c^J ' 
Tabscisse du point Mj étant 

Tabscisse du centre de gravité G du tétraèdre MiMjMjM^ a 
pour valeur 

Or les asymptotes L, L\ L' de G ont pour équations 
L CD = a?. = — y = y, = L — 

rr 6"P c'y 

^ ' = ^« = ?Tr6ï ^ = '"» = ^;rTr^- 

L'abscisse îî-±^' = i a»a [^^ + -^j du centre 

du parallélipipède construit sur L, L', U est précisément 
égale à Tabscisse du point G; les autres coordonnées de ces 
deux points sont aussi égales. 

Donc, le centre du parallélipipède construit sur les asymp- 
totes de la cvMque G, coïncide avec le centre de gravité du 
tétraèdre qui a pour sommets les pieds des normales menées, du 
point P, au cône asymptote de E. 

Les paramètres directeurs de la tangente au point M^ étant 
dXi _ g^g dyi _ b^p 

dh~ " (a^ -h liY ' ^ ~ "~ (6« + Xi)« ' 
dzi _ ^ c'y 

la relation 

(g' + Xj) {b^ + h) (c« H- Xi) _ 

V* 6'p' c'y' ■" ^ ' 
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dxi dyi dzi 

a Ai aXi ^ dli 

montre que cette droite est perpendiculaire à OP, dont les 
paramètres directeurs sont a, S, y. 

En conséquence, les tangentes à la cubique G aux points où 
elle remontre le cône asymptote de E sont parallèles à un même 
plan, qui est perpendiculaire à la droite OP. 

On remarquera l'analogie qui existe entre les deux pro- 
priétés de la cubique C, que nous venons de signaler, et les 
propriétés de Thyperbole d'Apollonius dont on a fait usage 
pour construire le centre de cette courbe (Niewenglowski, 
Journal de Math, spéc, 1884). 



NOTE SUR LA CARDIOIDE ET LA TRISECTRICE 

DE MAGLAURIN 
Par M. Maurice d'Ocagne. 



Soit G une cardioïde ayant pour point de rebroussement 
le point R, pour foyer triple le point F et pour sommet le 
point S. Ces points sont en ligne droite et on a RS = 4RF. 

M. de Longchamps a remarqué que la polaire réciproque 
de la cardio'ide G par rapport au cercle de centre F et de rayon 
FS est une tristectrice dé Maclaurin T. Nous ferons, pour 
notre part, observer que la transformée ^ar rayons vecteurs 
réciproques de la cardio'ide G par rapport au cercle de centre R 
et de rayon RS est une parabole P de foyer R et de sommet S. 
Nous ne saurions dire si cette remarque est nouvelle ; en 
tout cas, nous ferons observer qu',elle permet de déduire, des 
propriétés de la parabole, des propriétés corrélatives pour 
la cardioïde, et ensuite, par la remarque de M. de Long- 
champs, pour la trisectrice. Nous ne nous étendrons pas sur 
ce sujet qu'il serait bien facile de développer. Nous nous 
contenterons de donner un exemple d'application de cette 
méthode. Prenons cette propriété bien connue de la para- 
bole : 
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Le lieu des symétriques du foyer dune parabole par rapport 
aux tangentes à cette courbe est la directrice. 

Transformant par rayons vecteurs réciproques relativement 
au cercle de centre R et de rayon RS, on a ce théorème : 

Le lieu des centres des cercles qui passent par le point de 
7'ebroussement d'une cardio'ide et qui sont tangents à cette courbe, 
est le cercle qui a pour centre le foyer triple de la courbe et 
qui passe par le point de rebroussement. 

Transformant à son tour cette propriété par polaires réci- 
proques relativement au cercle de centre F et de rayon FS, 
on a cette propriété de la trisectrice de Maclaurin : 

Soit F le symétrique du point de rebroussement d'une trisec- 
trice de Maclaurin par rapport au milieu de la distance du 
sommet de cette courbe à son asymptote. L'enveloppe des direc- 
trices des paraboles tangentes A la trisectrice, tangentes à son 
asymptote et ayant pour foyer le point F, est le cercle de centre , 
F qui est tangent à l'asymptote. 

Toute propriété de la parabole conduira ainsi à une pro- 
priété corrélative (plus ou moins simple) de la cardioïde et 
de la trisectrice de Maclaurin. Il y a là une source d'exercices 
intéressants sur l'application des deux classiques méthodes 
de transformations par rayons vecteurs et par polaires réci- 
proques. 

On peut encore déduire des propriétés de la trisectrice de 
Maclaurin d'une autre remarque. La construction de cette 
courbe indiquée par M. de Longchamps dans le Journal de 
Mathématiques spéciales (\SS6, p. 205) est la suivante : Étant 
données les droites D et FP perpendiculaires entre elles et les 
points F et P, tels que SP = 3FS, on tire FR quelconque, RQ 
perpendiculaire à FR, PQ perpendicula're à RQ. Le lieu du point 
Q est la trisectrice de Maclaurin. 

Puisque MRQ est droit, RQ enveloppe une parabole de 
foyer F et de sommet S, et cette droite touche son enveloppe 
en un point M tel que RM = TR. La trisectrice est donc la 
podaire de cette parabole relativement au point P, et comme 
FP = 4FS, on voit que la trisectrice de Maclaurin est la 
podaire d'une parabole relativement au point symétrique du foyer 
par rapport à la directrice de cette parabole. Les propriétés 
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générales des podaires donneront par cette remarque des 
propriétés de la trisectrice. Nous allons faire voir ici, com- 
ment on se trouve ainsi conduit à une construction simple 
par la règle et Véquerre (condition posée par M. de Longchamps) 
du centre de courbure de la trisectrice. 

Pour le centre de courbure des podaires, plusieurs con- 
structions générales ont été indiquées ; entre autres, une par 
M. Mannheim {Cours de Géométrie descriptive ds l'Ecole Poly- 
technique, 1™ édition, p. 197); une autre, par nous-même {Nou- 
velles Annales de Mathématiques, 2® série, t. XIX, 1880, p. 301). 
Nous appliquerons ici ces deux constructions après avoir 
légèrement modifié celle de M. Mannheim, de façon à n'avoir 
besoin pour reffectuer que de la règle et de Téquerre. 

Elevons en M une perpendiculaire à MT; c'est la normale 




à la parabole. Si elle coupe en N la perpendiculaire élevée 
en P à PQ, QN est la normale à la trisectrice en Q. En F 
élevons à MF une perpendiculaire qui coupe en E la normale 
à la parabole, et portons sur cette droite le segment Em = ME ; 
le point m est le centre de courbure de la parabole répondant 
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au point M. Soit enfin H le point où la perpendiculaire 
élevée en m à Mm coupe la droite PQ. Les modes de déter 
mination du centre de courbure 5' de la triseetrice, répondant 
au point Q seront les suivants ; 

1*^ D'après la construction générale de M. Mannheim, — abais- 
ser du point H la perpendiculaire HI sur NQ, et du point I 
la perpendiculaire IK sur NP; la droite MK coupe la normale 
QN au centre de la courbure q. 

2® ' D'après notre construction générale, — en N élever à NQ 
la perpendicvlaire NV, et abaisser du point H sur cette droite 
la perpendiculaire HV. Du point W oii VQ coupe l^R,' abaisser 
sur la normale NR une perpendiculaire dont le pied est le centre 
de courbure q. 

On pourrait, à titre d'exercice de géométrie, démontrer la 
coïncidence des points q obtenus par ces deux constructions. 



GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE 

(ÉTUDE BIBLIOGRAPHIQUE ET TERMINOLOGIQUE) 

Par M. Emile ¥i«^arié. 

(Suite, voir p. 175). 



GORRSSPONDANGE DE POINTS ET DE DROITES 

27, Point et droite harmoniquement associés 

(M, [jl). — Si on prend les points {x', (x', (x'" conjugués harmo- 
niques des points M', M", M'" où les droites AM, BM, CM 
coupent les côtés du triangle, ces points jx', [x", [x'" sont sur 
une même droite que nous noterons par la lettre (x et que 
nous appellerons avec M. de Longchamps (7. E., 1886) droite 
harmoniquement associée au point M (*). La droite fx corres- 



(*) La droite [x a été aussi nommée polaire trilinéaire de M, M étant 
dit pôle trilinéaire de p.. Ces expi*essions créés par M. le colonel Mathieu 
(N, A. M.f ]865), qui trouvent une interprétation dans la théorie des 
cubiques, ont été adoptés par plusieurs auteurs et notamment par M. J. 
Neuberg (J. 6'., 1886, p. 8, et Mémoire sur le tétraèdre). Nous adopterons 
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pondant au point M (a, p, y) 

^ -= i - I 
ABC 
a pour équation : 

Nous avons déjà, dans ce qui précède, rencontré souvent 
la droite (x, nous aurons dans la suite, occasion d'indiquer 
plusieurs applications de la présente association. 

28. Points et droites associés (sens général). — Â un 
point M (A, B, G) on associe une droite A, correspondant à 
i équation: 

a/(A, B, G) + PAB, G, A) + y/-(G, A, B) - g 

Il suffira pour construire A : 1^ de déterminer le point M' 
(associé à M) et dont ies coordonnées sont : 

/(A, B, G), f(B, G, A), /(G. A, B) 

2** De prendre la droite jx' harmoniquement associée au 
point M'. 

3** Enfin, la transversale réciproque [!.[, de «x'. 

La droite [xj,, ainsi obtenue, n'est autre que A. 

29. Examen d'un cas particulier d'une droite et 
d'un point associés. — Gonsidérons la droite A repré- 
sentée par réquation 

Aa H- Bp + Gy = o 

et associons lui le point M dont les coordonnées sont pro- 
portionnelles à 

a* b^ c« 

A(B - G)' B(G - A) ' G(A - B) ' 
le point M ainsi déterminé se trouve sur le cercle circons 
crit à ABG. Donc: 

A toute droite remarquable A du plan du triangle corres- 
pondra un point M du cercle circonscrit, la correspondance 

ici le terme proposé par M. de LoDgchamps; ce terme, dans la géométrie 
du triangle, nous paraît rappeler, mieux que tout autre, le genre d'asso- 
ciation de la droite [a et du point M. 
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du point et de la droite étant déterminée par la loi géomé- 
trique suivante: 

Soit A' le point oîi A rencontre BG, la parallèle à A menée 
par A rencontre le cercle circonscrit en A' ; la droite A' A' et 
les droites analogues B'B", G' G' se coupent sur le cercle cir- 
conscrit, au point cherché M (*). 

Ainsi, aune droite A, correspond un point M; la réciproque 
n'est pas exacte. Gependant, si Ton prend sur le cercle circons- 
crit un point quelconque M et si Ton considère son point inverse 
Mj (situé à rinfini), une droite quelconque, passant par M,, 
a pour transversale réciproque une droite qui fournit le 
point M, quand on lui applique la loi géométrique, énoncée 
ci-dessus. 

CORRESPONDANCE D£ DEUX DROITES {^^^) 

30. Correspondance générale des deux droites. 

— Supposons que nous sachions faire correspondre 1* Un point 
M' à un point M ; 2® une droite [x à un point M, et récipro- 
quement. Alors nous pouvons faire correspondre : à une 
droite donnée (x un point M, à celui-ci un point M' ; enfin 
à ce dernier point une droite jx'. Donc à une droite A nous 
saurons faire correspondre une droite A', toutes les fois que 
nous saurons établir une correspondance entre deux points 
et aussi entre un point et une droite. Gette correspondance 
des droites A, A' une fois établie on pourra chercher la loi de 
correspondance qui unit directement ces droites. Nous allons 
faire Tapplication de ces notions générales. 

31. .Transversales réciproques, ((a, ^q), — Soit ix 
une droite et M son point harmoniquement associé ; à ce 
point M correspond son réciproque M^ et à Mq correspond une 
transversale [Xq, harmoniquement associée. De la correspon- 
dance des points et droites harmoniquement associés et des 

[*) Voir: G. de LoDgchamps. /.-^., 1886 p. 270-273. Ce théorème a été 
donné par M. Mckensie (Educational TimeSy question 6871). On en trouve 
une démonstration dans Mathematical questions and solutions (Vol. XL 
p. 66 et vol. XLIII, 1885, p. 109). 

(**) Pour tout ce qui se rapporte à la correspondance des deux droites 
voir G. de Longchamps. — /. E.f 1886, pp. 243-250. 
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points réciproques on déduit donc Tassociation des droites |x, 
{jlq. Elles ont été appelées (*) par M de Longchamps Trans- 
versales réciproques. Nous les noterons par les lettres [x et 

On déduit facilement de ce qui précède la loi qui unit 
directement les deux transversales réciproques ; il suffit 
d'observer que les deux droites (x, ij.Q coupent les côtés du 
triangles en des points isotomiques, 

A une droite [x, ayant pour équation 

Aa -h Bp -f- Cy ~ o, 
correspond une transversale réciproque j/o» dont Téquation est 

a .6 Y 

32. — Transversales inverses, (jx, Uj). — Considé- 
rons une transversale «x et son point harmoniquement asso- 
cié M. Prenons le point inverse M, et la droite jx, harmoni- 
quement associée à ce point. Les deux transversales jx et jx, 
sont appelées droites ou transversales inverses : nous les Dote- 
rons par les lettres |x et (Xg. La loi géométrique qui unit 
directement ces droites est facile à trouver; si (x coupe les 
côtés du triangle en a, p, y, les isogonales Aa', Bp\ Gy', 
(§ 3) de Aa, Bp, Gy, donnent trois points a', f, y', situés 
sur une môme droite qui n'est autre que fXj (***), 

(*) A. E, A\, 1866. 

(•*) Ces droites remarquables ont des applications nombreuses qui 
ont été développées par M. G. de Longchamps dans diverses notes. 
Outre le mômoire fondamental, déjà cité, on peut consulter : 

!• Sur les conchoïdales (N, C. M., 1879, p. 145) ; 

a» Sur les cubiques unicursales [N. C. M., 1879, p. 403); 

3"» Transversales réciproques et applications (/. E., 1884, p. 272) ; 

4« Courbes diamétrales et transversales réciproques {J. S., 1882, p. 25) ; 

5» Applications nouvelles des transversales réciproques (7. 5., 1884 ; 

60 Sur l'Hypocycloide à trois rebroussemenls [J. 5., 1885, p. J31) ; 

?• Sur les courbes parallèles et quelques autres courbes remarquables {J. 
S; p. 131); 

8o Détermination des peints d'inflexion dans les cubiques circulaires droites^ 
(4. F. ; congrès de Nancy, 1886) ; 

On peut aussi se reporter à la Géométrie analytique, (t. I ; p. 18) et au 
Supplément au cours de mathématiques spéciales, (p. 101) du même auteur. 

(***) Cette proposition a été énoncée pour la première fois par M. le 
colonel Mathieu {N. A. M, 1865). Voir aussi E. 1885. 
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A une droite {x ayant pour équation 

Aot -f- Bp -f- Cy = 0, 
correspond une transversale inverse représentée par 



Aa'^ 13 6*'» Ce» 

33. Droite de Ne^vton, associée d'une droite 
donnée. — Dans d'autres cas, la correspondance entre deux 
transversales peut s'établir directement : 

Si dans un triangle ABC, on mène une transversale A, elle 
détermine un quadrilatère complet, et l'on sait que les 
milieux des diagonales de ce quadrilatère sont sur une même 
droite A' que M. de Longchamps appelle Droite de Newton, 
associée à A, ou, plus brièvement encore, la Newtonienne de A. 

L'équation de A étant 

Aa + BS -f- Cy = o, 
celle de A' sera 

S+Y — a a + Y — S a-hS — Y 

L ! 1 ! \. — o. 

ABC 

La correspondance entre les points M et M' harmonique- 

ment associés aux droites A et A' est facile à trouver. 

Les coordonnées (a, p, y) de M sont : 

I I I 

r iî' u 

celles de M' (a , p\ y ) sont données par les formules : 

elles montrent que le point réciproque de M' est le point anti^ 
complémentaire de M. (A suivre.) 

SUR LE TRIFOLIUM 

par M. €■• de Long^champs. 



Cette quartique unicursale est caractérisée par les pro- 
priétés suivantes : 

1® Elle est isotropique; c'est-à-dire qu'elle n'admet pas 
d'autres directions asymptotiques que celles du cercle. 
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1® Elle possède un point triple et, en ce point triple, elle 
présente deux branches rectangulaires. 

D'après cela, en prenant pour origine le point triple 0, et 
pour axes de coordonnées les bissectrices des angles formés 
par les deux tangentes en qui sont rectangulaires, l'équa- 
tion du trifolium est 

En posant: 

A = Acosa, B = /ïsina, 

Véquation polaire du trifolium est 

p = /lCOs((i) -4- a)cOS2(i). 

On voit donc que la courbe est bien déterminée, quand 
on donne les paramètres A, B. On peut observer que le tri- 
folium coupe les axes de coordonnées en des points P, Q tels 
que 

OP = y^cosa = 0, OQ = ^sina = 6. 

En menant par ces points P, Q des parallèles aux axes, 
celles-ci se coupent en un point M dont les coordonnées sont, 
par conséquent, A et — B. A chaque point M, pris dans le 
plan d'un angle droit, correspond donc un trifolium ; et réci- 
proquement. 

Pour la commodité du langage, nous" dirons que M est le 
point caractéristiqae du trifolium. 

Lorsqu'il est situé sur l'un des axes de coordonnées, la 
courbe correspondante est le trifolium droit (C. Af. S., t. IL 
p. ^\^. — Journal, 1886, p. 254; et 4887, p. 68). En plaçant 
le point M sur la bissectrice de yOx, on obtient le folium 
double (Journal, 1885, p. 251 ; et 1887, p, 67). Dans les autres 
cas , la quartique n'ayant pas d'axe de symétrie, on peut dire 
que la courbe est un trifolium oblique. 

M. Brocard (loc. cit.) a considéré le folium double et le 
trifolium droit, comme des podaires d'une hypocycloïde à trois 
rebroussements, relativement à deux points pris sur Tun 
des axes de cette courbe. Il en a déduit, naturellement, une 
construction correspondante, pour les normales à ces courbes. 

Nous allons étendre au trifolium oblique, avec des modifi- 
cations convenables, les résultats obtenus par M. Brocard 
pour le trifolium droit et le folium double. 
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1. Construction par points du trifolium oblique. 

■^ Nous désignerons toujours par 
M le point caractéristique du 
trifolium proposé et nous pose- 
rons, comme nous l'avons fait 
tout à l'heure, 

OM = h, MOx ~ a. 

Par M traçons une droite 
mobile A; soit H la projection 
de sur A. Si Ton mène par 
H, b! formant avec A et l'un des 
axes un triangle isocèle, le 
lieu du point 1, projection de sur A', est un trifolium. 

En effet, soit 

01 — p, lOx = (o; 
la construction indiquée donne 
sont égaux; on a 

p = OH COS 2<i>. 

D'autre part, le triangle OHM donne 

OH = h COS (a -h (o). 
Les relations (1) et (2) donnent 

p =z h COS (a -4- (o) COS 2(1). 

Ainsi le lieu de I est le trifolium.* 

Nous allons déduire de cette construction (*) un théorème 
qui généralise celui de M. Brocard, rappelé plus haut. 

(A suivre,) 



(1) 

(2) 



BOURSES DE LICENCE (1887) 



— Dans un plan, rapporté à deux axes reptangulaires, on considère le 
système de cercles S défini par Téquation 

a?^ + y' + oa? + fty + Aa + B6 + G = o, 
où A, B, G sont des constantes données, a, h des paramètres variables. 
Démontrer qu'à chaque point M du plan, correspond un point M', tel 



{*) On voit que cette construction nous est inspirée par la composi- 
tion dû dernier concours de l'Ecole Polytechnique (V. Journal^ p. 162.) 
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que par les deux points M, M' on puisse faire passer une infinité de 
cercles S. On montrera comment les coordonnées de l'un s'expriment 
au moyen des coordonnées de l'autre. On prouvera qpie la droite MM' 
passe par un point fixe I et que le produit IM X IM' est constant. Enfin, 
on cherchera à remplacer la définition analytique des cercles S par une 
définition géométrique qui mettra en évidence les propriétés qui précèdent. 
— Les constantes A, B, G étant dénuées, on propose de déterminer des 
constantes A,B,C, de façon que Texpression 

A B * G A, B, G, 



X — a X — b X — c (X — a)* (a; — b)'^ {x — c)' 
soit le carré d'une fraction rationnelle en x. A quelle condition cela 
est-il possible? Les co estantes A, B, G sont supposées différentes. 



CORRESPONDANCE 



Extrait d'une klire de M. Catalan. 

... Le théorème démontré par M. Griess est, en partie, dans 
mon petit mémoire intitulé : Quelques théorèmes d'Arithmétique 
(Académie de Belgique, 1884); mais j'avais supposé;? entier, 
positif. La généralisation indiquée par M. Griess.est curieuse; 
peut-être la démonstration proposée pourrait-elle être sim 
plifiée... 



QUESTIONS ÉNONCÉES (*) 



SÉRIES 



1. tg^' + tg ~ -h tg ^ + ... tg^+ ... 

Série divergente ; on la compare à la série harmonique multipliée par t:. 

(*) Sous ce titre nous publierons désormais, dans chaque numéro, les 
énoncés d'un certain nombre de questions posées aux examens de 
l'École Polytechnique, mais choisies parmi celles qui semblent mériter 
d'être, plus spécialement, signalées à Tattention des candidats. 

A l'occasion, nous ajouterons à l'énoncé quelques mots d'indication; 
mais, comme par le passé, nous continuerons, dans la partie consacrée 
aux Questions d'examens, l'exposition des exercices qui, par leur difficulté 
relative, ou par Tintérêt paiticulicr qu'ils présentent, méritent des déve- 
loppements plus complets. 

Nous rappelons, à ce propos, à nos lecteurs, que le recueil des 
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2. h 



I -h ic I H- ic' I + a;"* 

Série évidemment divergente pour x ^ i ; convergente, pour a; > i . 
Gc dernier point s'établit, si Ton veut, en la comparant à la progression 

I I I 

--h- + ...H h. . 

X X^ X" 

3. h-+... + (— i) -+... 

I 2 .:5 n 

Série connue, convergente. 

2LP2 3LP3 ?;L''n ^ ^ 

Pour p = I la série est divergente, c'est la série de M. Bertrand; 
elle est divergente, à fcytioriy pour p < i. Dans le cas où p est supé- 
rieur à Tunité la série est convergente. On peut le reconnaître, autrement 
que nous ne l'avons fait (ioc. cit.), de la manière suivante. 

On a 

I I 

2(L2)J> ~ 2[L2)P 



3(L3)P 4(L4)P 2(L4)P 
I I I 



5lL5)P 81L8)P ^ 2(L8)i> 

D'où il résulte que la somme des termes de la série proposée est 
plus petite que colle de la série 

I / I _i_ j_ \ 

2(L2)P\IP 2P 3p "'/ 

laquelle est convergente, pour p> i. La convergence de la série en 
question se trouve donc établie, dans cette même bypotbèse, p > i . 



5. 





1 


-h 


I 

v/3- 




v/2 


+ I 

I 


• I 

I 



v/2 — I v^2 +1 \/3 — I \/3 + 



\/n — I \/n -+- I 
Série harmonique, multipliée par 2. 



questions posées au dernier concours de l'École Polytechnique est 
publiée par la librairie Groville-Morant-Foucart, 20, me de la Sorbonne. 
Ils trouveront, dans cette publication, en très grand nombre, d'autres 
énoncés intéressants. G. L. 

(♦) Voyez Journal, 1886, p. 164; et 1887, p. 19. 
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6. sin X + sin - -h sId h , . . + sin — • 

2 2* 2** 

T* 'ï* 'T* 

Série convergente. — On la compare à la série - H 1 — r -H • 

12 2^ 



7. — h tt: h . . . -+- 



22—1 32—1 n* — I 



• • 



Série convergente, parce que lim nHtn = i ; elle est aussi sommatoire 
en vertu de Tidentitô 

2 I I 



n^ — I H — I n + 1 

log — 
8. — Si lim est égale à i , la série est convergente. 

(V. Supplément j p. 39, ex. 18). 



EXERCICES ÉCRITS (*) 



1. — On donne une circonférence V et Ton joint un point 
M, mobile sur cette circonférence, aux extrémités A, B d'une 
corde fixe ; ayant mené une tangente A, parallèle à BM, la 
droite AM rencontre A en un certain point I ; trouver le lieu 
décrit par ce point. 

2. — Dans ces mêines conditions, une droite A' tangente 
à r, et parallèle à AM, rencontre A en un point M'; oa 
joint MM' et Ton propose de trouver le lieu décrit par le point 
J, milieu de MM'. 



(*) Sous ce titre, nous indiquerons, chaque mois, une ou plusieurs 
questions, pouvant servir d'exercice utile à la préparation de la compo- 
sition écrite proposée aux examens de l'Ëcole Polytechnique, ou à ceux 
de l'Ecole Normale. Le numéro suivant fera connaître les résultats 
principaux de cet exercice. 

Dans rintervalle, les abonnés pourront, slls le veulent, nous adresser 
leurs solutions ; elles leur seront renvoyées, annotées. 

Nous donnerons d^abord quelques problèmes très simples à la portée 
de tous ; nous en proposerons ensuite , dans le courant de Tannée, du 
plus difficiles. G. L. 
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^^^^^"■■P 



QUESTIONS D'EXAMEN 



18 (*). — On donne un parabolo'ide hyperboliqtie équilatère^ 
et une ellipse dans un de ses plans directeurs. A celte ellipse, 
on mène une tangente, et on considère une génératrice du para- 
boloïde qui lui soit perpendiculaire : lieu de la perpendiculaire 
commune à la tangente et à la génératrice. 

Je vais démontrer que ce lieu se compose : 

i^ D'un cylindre droit, ayant pour base une podaire de VeU 
lipse : 

^ De deux parabolo'ides hyperboliques, égaux entre eux et 
égaux au parabolo'ide donné ; 

3^ D'un plan. 

Prenons pour origine le sommet du paraboloïde, pour axe 
des X, Taxe de la surface et pour plans yox et zox les plans 
directeurs du parabo- 
lo'ide {*). Soit c l'ellipse 
donnée, dans le plan yox. 
Il y a lieu de considérer 
successivement les géné- 
ratrices qui sont parallèles 
au plan xoy et celles qui 
sontparallèlesauplanjsfox. 

Si G est une génératrice 
parallèle à xoy, il lui cor- 
respond toujours une tan- 
gente rectangulaire T. La 
perpendiculaire commune 
à G et à T est parallèle à 
oz; soit d'ailleurs og la projection de G sur xoj : elle coupe T 
en m, et m est la trace de la perpendiculaire commune. Or, 

(•) La solution qui suit nous a été adressée par M. Georges Maupin, 
élève au lycée de Rennes. 

(**) Dans ce système d'axes, son équation est y%:=ax\ mais elle ne 
nous sera pas utile. 
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le lieu du point m est visiblement la podaire de o par rap- 
port à Tellipse; on sait que ce lieu est une quartique. 
Ainsi, le lieu de A est un cylindre du quatrième ordre; 

2*^ Considérons maintenant une génératrice F parallèle à 
zùx (fig, S) : supposons qu'il lui corresponde une tangente 6 à 
l'ellipse c. L'angle droit formé par F et 6 a un côté dans le plan 
ocoy; donc, il se projette sur ce plan suivant un angle droit :^ 
or la projection y de F est parallèle à ox, donc sera perpen- 
diculaire à ox. 

Ainsi, la tangente 6 est menée à l'ellipse c parallèlement 
5 oy. Il y a deux tangentes parallèles à oy, je les désignerai 
par Ô et O^. 

Cherchons le lieu correspondant à 6 : y et 6 se coupent 
en r, menons par ce point rH perpendiculaire à T; cette 



/ 
/ 



I 




droite P représente la perpendiculaire commune P. Or, sup- 
posons que le paraboloïde donné glisse d'abord parallèlement 
à lui-même, le long de oa?, de manière que oy vienne s'ap- 
pliquer sur 6 ; puis, qu'on lui imprime une rotation d'amplitude 

-, autour de 6. On voit alors que la génératrice F sera coa- 

fondue avec P. Ainsi à toute génératrice du paraboloïde cor- 
respondra une génératrice du lieu ; le paraboloïde sera donc 
confondu avec le lieu deP; etc. 

3® Nous avons dit (2®) qu'une génératrice F se projette paral- 
lèlement à ox : il y a exception pour la génératrice oz. Cette 
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génératrice est projetée suivant le point o, elle est perpen- 
diculaire à toutes les tangentes à c, et le lieu des perpendi- 
culaires communes, qui lui correspondent, est le plan xoy. 

(A suivre,) 



QUESTION 99 

Solution par M. E. Fesquet, au lycée de Nîmes. 



On donne dans le plan une droite fixe DD' et deux points fixes 
et À. Par le point on mène deux cercles tangents tous 
deux à la droite fixe- DD' et à une autre droite guelconque issue 
du point fixe A, On demande d'étudier le lieu décrit par le 
second point M d* intersection de ces deux cercles, quand la droite 
AB tourne autour du point A. 

Ce lieu peut évidemment se définir ainsi : étant donnés 
une droite fixe DD' et deux points fixes et A, trouver le 
lieu du symétrique du point par rapport à la bissectrice de 
Tangle formé par DD' et une droite mobile, issue de A. Me- 
nons Ox perpendiculaire à DD'. 

Soient OM = p et MOa; = w. Le triangle FOE donne 



0E=: 



P 



2C0sa> 
Soit OG = a; on a 

GE = a-f- — ^ 

2 COS (0 

D'autre part, le 
triangle BGE 
donne : 



BG = a cet 



(0 



4- 



P 



2 sinu) 



L'équation de AB 0' 

rapportée aux axes Cx et CD est donc 

P 




y — acotcD — 



2Sinco 



X 



tg ^2w - jj 



212 JOURNAL DE MATHÉIUTIQUES SPÉCIALES 

Ou, en exprimant que cette droite passe par le point fixe 
A (a, P), 

S — a COt (*> r h a cet 2 0) = 0. 

2Sin(i) 

Telle est l'équation du lieu en coordonnées polaires, ox 
étant Taxe polaire et o le pôle. L'équation en coordonnées 
reclilignes est, en prenant pour axes ox et oy, 

8 - a± - ^ -h -^ ^ = 0, 

t/ 2y 2XJ/ 

ou 

x{x^ -h y*) -h 2x{ax-h py) — a(a5* — î/*) -.= o. 

Le lieu est donc une cubique F, ayant un point double 
à l'origine; elle passe par les ombilics du plan; c'est une 
cubique circulaire ayant pour asymptote réelle la droite qui 
correspond à l'équation 

a? 4- a = 0. 

Construisons F, en la considérant comme une courbe uni- 

cursale. A cet effet, posons 

y ^- tx; 
Nous avons alors 

a^* — 2^1 H- 2a — a 



X — — 



y = -t 



I -hi* 

a/* — 2^/ -h 2a — a 



I +/* 
Considérons l'équation en t : 

a/* — 2jr^ 4- 2a — a = o. 

Pour qu'elle ait ses racines réelles, il faut que 

a' + ^* — 2ax > o 

L'équation a* 4- f • — 2aa = o^ si l'on considère a, p comme 
des coordonnées courantes, représente un cercle ayant pour 
centre et passant par C. Nous désignerons ce cercle par m. 

11 y a maintenant divers cas à distinguer. 

1® Le point A est extérieur au cercle w ; on a : 

a' -f ^' — 2aa > o 

Le point est un point double réel. On voit facilement que 
la courbe à la forme d'une branche stropho'idale. Elle devient 
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uno véritable strophoïde oblique, lorsque les taugentes au 
nœud sont rectangulaires; ce qui a lieu quand OC = o. 

2^ Le point A est sur le cercle u. Le point est un point de 
rebroussemenl de première espèce. La courbe est une cissoïde 
oblique. 

3^ Supposons enfin le point A intérieur au cercle u. est 
alors un point isolé. La courbe a la forme d'une branche ser- 
pentine. 

Si le point A est sur DD', on a a = o ; le lieu se décompose : 
on a Taxe Oy et le cercle a;* H- j/* -h 200? — 2py = o, ce qui 
était évident à priori. 

Remarque. — Le lieu que nous venons de considérer contient 
des points répondant à des cercles imaginaires conjugués. Il 
serait facile de distinguer ces points, de ceux qui répondent à 
des cercles réels. 

Nota. — Autres solutions par MM. Taralte, élève en mathématiques 
spéciales au lycée Saint-Louis ; Marchis, lycée de Rouen ; Fabre, lycée 
Henri IV; F. Michel au lycée de Montpellier. 



QUESTION 13:2 

^Itttion par M. L. SiavEN, clève de Mathématiques spéciales 

au Lycée d'Orléans. 



On considère des paraboles P qui sont tangentes à Vorigine à 
l'axe OX et dont les directrices enveloppent la parabole fixe 
y' — 2px = o (axes rectangulaires). 

Démontrer : 

'/° Que Véquation générale des paraboles P est (y — Xx)* 
— 2pX^y = o, X désignant un paramètre variable; 

2^ Que l'enveloppe de ces paraboles a pour équation 2x' = 27py*; 

3^ Que le lieu des foyers est une cissoïde; 

4® On propose enfin de trouver Venveloppe des axes des para- 
boles P. 

Ce lieu est l'hypocycloide à trois rebroussements. 



214 JOURNAL DE MATRÉMATIQUfiS SPÉCIALKS 

L'équalion focale d'une parabole, dont (a, p) est le foyer, 
est, en axes rectangulaires, 

{x — a)" 4- (t/ — p)' = (x cos (p -4- y sin 9 + 8)*, 
ou, en ordonnant, 
(a;8in(p— ycosç)'— 2a;(aH-0cos(p)— 2y(p+Ô8in(p)-+-a'-l-p*— 6*=o. 

J'écris que ces paraboles sont tangentes en à Oa;, d'oh 

les deux relations - 

a + 6 cos 9 = G, (1) 

a« -h p« - 6« = o. (2) 

De plus la directrice x cos 9 4- y sin 9 + 6 = o est con- 
stamment tangente à j/' — 2px = o d*oîi une troisième rela- 
tion, obtenue en écrivant que l'équation aux ordonnées d'inter- 
section a une racine double, 

p sin* 9 — 2Ô cos 9 = 0. (3) 

Résolvant (1) et (3) en a et j'obtiens 

2 2 cos 9 

Et alors en tenant compte de p* = e* — a*, on conclut 

p sin' 9 

p = ^ 1 

^ 2 C0S9 
et, par suite, 

p -H 6 sin 9 =: p sin* 9 tg 9. (5) 

Revenons à l'équation générale des paraboles P. En tenant 
compte des relations i, 2, 5, on a 

{x sin 9 — J/ cos 9)' = 2j9i/ sin* 9 tg 9 ; 
en posant tg 9 = X on a précisément, pour l'équation géné- 
rale cherchée, 

{y - >a;)* - 2joX«y = o. (P) 

2^ Enveloppe des paraboles P. — Il suffît d'écrire que l'équa- 
tion (P) admet une racine double en X. 

J'applique la formule connue 

(BB' - gkky = 4(B« - 3AB')(B'« - 3A'B) 
qui exprime que Féquation 

Ax» 4- Bx* -+- B'a? 4- A' = o 
a une racine double. 

On obtient 20;' = 2ypy* 

et, en outre, l'axe des a;, résultat évident puisque cet axe est 
tangent aux paraboles. 
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Cette courbe, bien connue, est symétrique par rapporta Taxe 
des X et se trouve située tout entière à droite de Taxe des y; 
elle a une tangente de rebroussement, l'axe des a?, et deux 
branches paraboliques. 

3^ Lieu des foyers, — On obtient ce lieu en éliminant ô et «p 
entre les relations (1), (2), (3), car a, p sont les coordonnées 
du foyer. 

De (4) on tire 

p* sin* cp 

' = -— > 

4 cos* 9 

et sin* CD = > 

P 



d'où Ô» = 

En remplaçant dans (2), on a le lieu cherché 

x^ -h V* = —^ ou w' = • 

p + 2X p -h 2X 

On reconnaît, sous cette dernière forme, une cissoïde dont 
l'asymptote a pour équation 

X = - ' 

2 

4^ Enveloppe des axes des paraboles P. — On trouve aisé- 
ment, par les méthodes connues, l'équation de l'axe : 

l\p -{- x) — l^y + Ix — y — o. 
Pour obtenir l'enveloppe demandée il suffit d'écrire que 
cette équation, du troisième degré en X, admet une racine 
commune avec sa dérivée 

3X*(j9 + oc) — 2ly -h X = o. 

L'équation et sa dérivée sont du premier degré en x et y. 
Je résous donc par rapport k x ety et j'obtiens l'enveloppe 
au moyen des formules unicursales suivantes : 
X V{3 -h X«) y __ 2X» 

p~ '^ (À« -h i)* ' p ~ (X« + i)«* 
On reconnaît là les égalités qui définissent l'hypocycloïde 
à trois rebroussements, comme l'a montré M. G. de Long- 
champs (Journal de Mathématiques spéciales, 1884, p. 170). 
On peut observer que Yx d'un point de la courbe est toujours 
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négatif et que Thypocycloïde est située à gauche de la 
droite oy. 

Nota. — Ont réso'u la question: MM. F. Michel et Valabrègue, au 
lycée de Montpellier; Bêche, professeur à Técole normale de Tulle; 
Fabre, élève au lycée Henri IV; Giat, élèye au lycée Saint-Louis (classe 
de M. Ed. Lucas); Ilugon, à Poligny; Voignier; Marchis, au lycée de 
Rouen; Paul Bourgarel, à Antibes. 

M. Fabre démontre, par des considérations purement géométriques, et 
très simples,que le lieu des foyers des paraboles considérées est une cissoïdc. 



QUESTION PROPOSEE 



231. — Démontrer les relations combinatoires suivantes (*): 

11^ I 



{k H- i){2k -h i) ...{nk-h î) ^ ^ 

... 4- 1^2n,n = 4" • 



U1 



nn- i n '''^ ■ n - I ^'^ ^ ' (n + i)C,,p 

4'' Si n est premier avec 6, on a 

G2n_4,»i-2 = ^H^* "" ^)- (^' Catalan). 

(*) Tirées des Mélanges Mathématiques. 

{**) On pourra déduire, de ce résultat, le -développement, eurfracticms 
simples, de la fraction rationnelle 

I . 2 ... 71 

{x — i){x — 2) ... (a; — n) 
Comparez (Alg. § 527). G. L. 



Le Directeur Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



IMPRIMIRIE CKITHALB DBS CHCMINS DE FER. — IMPRIMBRIB CHAIX, 
RCB UUaÈRK^ )0^ PARIS. — 19488-7. 
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GEOMETRIE DU TRIANGLE 

(ÉTUDE BIBLIOGIiAPHIQUE ET TERMINOLOGIQUE) 

Par M. Emile Wigarlé. 

[Suite, voir p. 175). 



34. Droites associées (sens général). — Tout ce que 
nous avons dit pour les points, peut se répéter pour les 
droites : 

Prenons une droite A 

Aa + B^ "h Cy = 0, 
et associons-lui une droite A' ayant pour équation : 
a/-(A, B, G) + p/(B, C, A) + y/(C, A, B) = o. 

La droite A' se construira facilement toutes les fois que 
Ton saura déterminer les deux points M et M' ayant respec- 
tivement pour coordonnées : 

/•(A,B,G), AB,C,A), AC, A,B); 
et A, B, G. 

En effet, M' est le point harmoniquement associé à la 
transversale réciproque de A; si Ton construit la droite [x 
harmoniquement associée à M, puis, sa transversale réci- 
proque, on obtiendra la droite A'. 

36. Droites Brocardiennes (;x, (x^, (jl^). — Considérons 

une droite jx ayant pour équation 

Aa -h Bp 4- Gy = o ; 

elle coupe les côtés du triangle respectivement en A,' B', C; 

menons 

par A' une parallèle A'A^ à GA 

— B' — — B'Bi à AB 

— G' — — G'G, à BC 

Les trois points A^, B^, G^ sont sur une même droite, que, 



(*) Celte droite, appellée quelquefois la Médiane du quadrilatère com- 
plet, pourrait, comme nous l'avons obserrée déjà, être appelée la New- 
tonienne de A. 

JOCRNAL DE MATH. SPiC. — 1887. 10 
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par analogie avec les points Brocardions, nous noterons par 
fx^ et que nous appellerons la Brocardtenne directe de (x. Elle 

a pour équation ; 

a & y 

B G A 

Si nous effectuons la construction précédente daos le sens 
inverse, c'est-à-dire en menant, par A', une parallèle à BA, etc.. 
nous obtiendrons une seconde droite (x^ qui est la Brocar- 
dienne rétrograde de |x ; Elle est représentée par l'équation : 

a p Y 

36. Droites algébriquement associées (p., [Xa, fx^, (Xc). 
— Étant donnée une droite jx qui coupe les côtés du triangle 
en A', B', G*; si Ton prend les conjugués harmoniques de 
ces points et si on les joint deux à deux, on obtient trois 
droites [Xa, (x^, fxc qui sont les droites algébriquement associées 
à (X. Ces quatre droites associées qui correspondent à Téqua- 
tion ; 

~A"B~"G"~ 

forment un quadrilatère complet, dont les diagonales sont 
les côtés du triangle de référence. Ges droites sont d'ailleurs 
harmoniquement associées aux points 

± A, ± B, =t G. 

37. Ti iangles réciproques. — Si Ton considère sur 
les côtés d'un triangle, des points M', M;.; M", M;'; M'", M7 res- 
pectivement isotomiques, les deux triangles M 'M'M'", MiM«M'r 
sont appelés par M. de Longchamps (/, E., 1887, p. 224) 
triangles réciproques. 

Deux triangles réciproques M'M'^M'", M;m;'M7 sont équi- 
valents (*) ; si donc les trois points M'M'M'" sont sur une 
même droite [x, c'est-à-dire si la surface du triangle est nulle, 
les points Mi, Mi', MJ' sont une droite (x^ qui est la transver- 
sale réciproque de (x. On obtient ainsi une généralisation cu- 
rieuse du théorème des transversales réciproques. 



(*) V..yez : J. £., 1877; pp. 224, 375. 
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On a vu par les différentes constructions que nous avons 
données jusqu'ici, et par les citations faites, Timportance des 
points et des transversales réciproques; nous allons encore indiquer 
quelques-unes de leurs propriétés et de leurs applications. 

1® La transversale réciproque est parallèle à la droite qui 
joint les milieux du quadrilatère complet formé par la trans- 
versale proposée avec le triangle. Ces points milieux, et les 
points où la transversale réciproque rencontre les côtés du 
triangle, forment deux systèmes homothé tiques; lé centre 
de gravité est le centre de cette homothé tie, dont le rapport 
est celui de 2 à i. 

On sait qu'à un point correspond une conique tangente 
a trois droites fixes (Théorème de Magnus, § 2), ce point et 
cette conique donnent lieu à la relation suivante : 

2® A un point M, correspond une conique F inscrite au 
triangle ABC qui sert de base à la transformation; le point M, 
le centre de gravité G de ABC et le centre de F sont trois 
poiuts en ligne droite ; de plus, le rapport des distances du 
centre de gravité à ces deux points, rapport pris dans Tordre 
que nous venons d'indiquer, est celui de 2 à r . En d'autres 
termes : le centre de F est le point complémentaire de M. 

De là on déduit cette conséquence importante : 

3* A un point à l'infini de la première figure correspond 
une parabole dont l'axe est parallèle à la direction donnée. 

Pour montrer encore une fois l'importance de la méthode 
de transformation par points réciproques, nous ferons obser- 
ver combien il est difficile ordinairement de savoir ce que de- 
viennent, après une transformation, les angles et surtout les 
propriétés métriques d'une figure donnée; si, le plus souvent, 
on transforme simplement les propriétés descriptives des 
figures, il n'en est pas de même des autres. Cette difficulté, 
par suite de la propriété que nous venons de rappeler, se 
trouve comme annulée dans la méthode de transformation de 
M. G. de Longchamps. (A suivre.) 
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SUR LE TRIFOLIUM 

par M. Cl» de liOagchampa* 

{Suite, VOIP p. 203.) 



Théorème. — Le irifolium est la podaire de l'hypocyclo'ide 
à trois rebroussementSj lorsqtte le pôle de la podaire est pris 
sur le cercle inscrit à Chypocyclo'ide. 

Pour le démontrer, cherchons l'enveloppe des droites A', 
considérées tout à Theure. 
La question se présente alors sous la forme suivante : 
On donne un angle droit yOx, un point fixe M et le cercle 

U décrit sur OM comme 
diamètre. Par M on fait 
passer une transversale 
mobile qui rencontre U en 
H et par H on trace une 
droite A' symétrique de 
MH par rapport à la paral- 
lèle à Oy menée par H. 
L'enveloppe de A' est une 
hypocycloïde à trois re- 
broussements. 

Autrement. Lorsqu'une 
parabole mobile est cons- 
tamment inscrite dans un 
angle droit yOx, si la corde 
des contacts passe par un 
point fixe, l'axe de la cour- 
be enveloppe une hypocy- 
cloïde à trois rebrousse- 
ments. (*) 




Fig. 4. 



On peut d'abord établir, très simplement, par le calcul, 
cette proposition. 



(•) Cette remarque a été faite également par MM. Brocard et Neuberg 
{àîùth'sis, p. 18Î.) 
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On trouve que Téquation générale des droites A', a, 6 

désignant les coordonnées de M, est 

^a — I 

y -h tx -h {b — af) •- = o. 

En prenant la dérivée par rapport à /, on a, d'abord, 

a(i* + 4^» - i) ~ 46/ 



X 



puis " y = 



(t' + 0* 

4a/8 4- 6(/* - 4/* - i) 



{t^ -h i)« 

Il est facile de reconnaître que ces formules représentent 
rhypocycloïde à trois rebroussements. 

Mais on peut le voir, plus élégamment, par des considé- 
rations géométriques. 

Cherchons la relation qui existe entre les arcs OH = w, 
OM' = V. 

On a MLaj=:a + OMH, 

et HKoj = OHM' -h HOa; = OHM' + - - MLx. 

2 

En observant que, d'après la construction, MLa? = HKar, 

on a 2MLaî = OHM' 4- - ; 

2 

et, par suite, 2OMH + 2a = OHM' + - > 

2 

ou, finalement, 2W — v = ic — 4a. (1) 

Les arcs w et v sont comptés, en sens contraire, è partir 

de l'origine 0; nous pouvons changer cet origine, de façon 

à faire disparaître la constante qui entre dans la relation 

précédente. 

Soit 0' la nouvelle origine; posons 

00' = e, O'H = U, O'M' = V. 

Nous avons : 

i^=U + 6, v — V — 6 

et la relation (1) devient 

2(U + 6) - (V - 6) = TT - 4a, 
ou 2U — V = o, 

si l'on pose 30 = tc — 4a. 

Ayant pris AM" = AM, puis 00' = ^OM", le point 0' 

3 



222 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

représente la nouvelle origine et l'on peut considérer A*^ 
comme une corde mobile dans un cerclç fixe, les arcs O'H 
O'M' vérifiant toujours la relation 

O'M' = 20'H, 
et le point 0' étant fixe. 
Dans ces conditions, on sait(^') quel' enveloppe une hypo- 










JC, 



\v \ 



% I 



Fig. 2, 



cycloïde à trois rebrou ssements; U est le cercle inscrit à 
cette courbe, 0' est Tun des sommets. La figure ci-dessus 
montre quelle est la disposition de Thypocycloïde et du 
trifolium qui correspond au point 0, pris sur U. 



(*) V. Journal 1884, p. 176, § 10, alinéa 6^ 
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2. Construction de la normale au trifolium. — 

Du théorème précédent on déduit, naturellement, la construc- 
tion de la normale au trifolium. 

On sait en effet {loc, cit. , alinéa 7®) qu'en prolongeant (fig. i) 
M'H d'une longueur Hfji. = M'H, |x est le point de contact de 
HM' avec Thypocycloïde. Par conséquent, par application 
d'un principe classique (C M. S., t. II, p. 33,' § 31), la 
droite IJ qui va, de I, au milieu J de Ojji., est la normale au 
trifolium. 



QUESTIONS ENONCEES 



DÉRIVÉES 

1. — Dérivée de 



l/i - sinx- , 

V = arc tff y : ■> y = ±. i 

^ ^ ' I + sin .iy •^ 

On peut tirer de là, en effet, par un calcul évident 



±: 2/ = X, 

4 



2. — Dérivée de 



_ sin X 4- cos X 
2^ = ^-7—————, y =^ 



sin X + cos X cos x 

3. — Dérivée de 

, sin X 
Lga arc tg ;- , 

y = a ^^^ ^ y = i 

En prenant les logarithmes on voit que y = x; on vérifie, par le 
calcul direct, que Ton a bien y' = i. 



4. — Dérivée de 



g* _ g-x ^ 2 

2^=arcfg— — — , y = 



gx _|_ g-x «/ g2x _^ g-2T 



5- — Dérivée de 



Lga arc sin 2irv/i — a;*. 
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/ — • 2 



y = a ^ 



En prenant les logarithmes des deux membres, dans le système de 
base a, et en posant' a? = sin 9, on trouve 

2/ = 2® = 2 arc sin x. 

6. — Dérivée d'ordre n de 

y z=:z (x — aY{x — hy. 
On applique ]a formule de Leibniz 

d\uv] = v<tu + G^dvd!"'^ M H- ... + Od"v, 
et l'on a 

-^ = n ! (x — 6)n +- (x — 6)«-i(a; — a) -h -^ — ^ — \x — 6)«-2(a: - a)» 4- ... 

+ (2; — a;"j 

7. — Dérivée d'ordre n de 

1/ = L (x + v/i + a?*) 

On a 

1 _t 1 

y' = (I + a;=)"2 = (a; + 1)"^ (a? - i) ""^ 
et on applique la formule de Leibniz. 

8. Dérivée de 

^ y/i +X'' 
XI — arc sm a; + arc tff • 

On trouve y' = o ; la fonction y est constante. On peut le vérifier 
facilement par un changement de variable, en posant x = sin ?. 

9. — Dérivée. d'ordre n de 

y = arc tg x. 

Cet exercice rentre dans celui qui porte le n* 6 en observant que 

t/^{x-h •l-i(a; -h t)-i. 



EXERCICES ECRITS 



3. — On donne une ellipse F rapportée à ses axes 

a;* w* 

a* 6' 



I 
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et Ton considère, dans son plan, une droite A représentée 
par réquation 

A- + b|- I = G. 
a 

1® On demande réqua- 
tion du cercle qui passe 
par l'origine et par les 
points communs à T et 
à A. 

2® En déduire Téquation 
générale des cercles G qui, 
passant par le centre de r, 
sont tangents à cette 
courbe. 

3® Soit M ce point de 
contact; les cordes princi- 
pales, passant par M, rencontrent C en des points dont on 
demande le lieu géométrique. 

4° Ce lieu est évidemment une courbe unicursale; expri- 
mer les coordonnées d'un de ses points, en fonction d'un 
paramètre variable t. 

Notes sur les exerciœs 4 et % 
1. — En prenant A pour origine, AB pour axe polaire, on a 

KH _ . ._- _ I — cos w 




p = OM H- MI = OM 4- -T-iTr = 2R8in(V + to -h R 



P = 



R 



sin V 

,[l — C08(2V 4- w)]. 



SIQ V 



sin V 

Le lieu est donc un limaçon de Pascal. On le démontre géométrique- 
ment de la manière suivante. 
Soit G le point diamétralement opposé à B; on considère le cercle 

R 

AOG qui coupe AI en D. La longueur DI est constante et égale à 



D'ailleurs, le diamètre du cercle AOG est 



AO 



sin V 



sinV 
= Dl . Con- 



sinV R 

cluons donc que le lieu demandé est une cardioïde. 

On observera que l'angle en I étant constant, on peut considérer la 
cardioïde comme unepodaire ohliqtte relativement au cercle r,le pôle des 
rayons vecteurs étant en A. En considérant deux positions infiniment 
voisines du point mobile I, on voit aussi que la normale en I à la car- 
dioïde passe par le centre du cercle circonscrit au triangle ÂIII. 

Dans cette solution, on préconise l'adoption des coordonnées 
polaires pour arriver rapidement à l'équation du lieu et, aussi, l'emploi 
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des considératioDS géométriques : tant, pour reconnaître la simplicité du 
résultat, que pour vérifier les calculs qu^on a faits. 

Cette observation s'applique à l'exercice 2. 

2. — Abaissons de 0, centre de F, une perpendiculaire sur AB ; M'O 
et MO' sont deux droites parallèles, parce qu^elles sont les bissectrices 
de deux angles dont les côtés sont parallèles et de même direction. 
Soit O' le milieu de 00'. Posons O'J = p, JOO' = <? nous avons 

2p = OM' + O'M =r OM' -h 2R cos 9, 

OM' 
ou P = Rcos?H 

2 

Le lieu est un limaçon de Pascal, etc. 

Remarque. — Cette construction, points par points, du limaçon, telle 
qu'elle résulte des remarques précédemment faites et de cette observa- 
tion évideote que M' décrit un cercle, rentre dans une génération des 
courbes qui peut se définir ainsi : Étant données deux courbes U, Y et 
deux pôles fixes 0, 0' ; on mène, par ces points, deux droites mobiles 
parallèles A , A'. Soient M un point commun à A et à U et M' un point 
commun à A' et à Y ; trouver le lieu W décrit par le point J milieu de 
MM'. 

On pourra noter que la normale à W peut se construire, très simple- 
ment, par la considération des sous-normales. 



QUESTIONS D'EXAMEN 



19. — La série U 

III I 

I 2^ 3^ n" 

est-elle convergente? Calculer sa valtur à o.oi 'près. 

La série est évidemment convergente, car elle a ses termes, 
à partir du troisième, plus faibles que ceux de la progression 
géométrique V, 

2 2* 2' 2" 

Pour avoir la valeur de U à o.oi près, il suffit de chercher, 
dans V, quel est le terme de cette suite qui donne 

<— . (I) 



^x+l 2'^+* 100 



Si Ton détermine le plus petit nombre entier a: qui vérifie 



j 



JOURMAt DE MATHâiÂTIQUES SPÉQALES 3S7 

cette inégalité, en prenant les x premiers termes de U, la 
somme de ces termes représente, évidemment, la valeur de U 
à 0.0 1 près. 
L'inéfifalité (1) peut s'écrire 

I 



2*+* I 



< 



I lOO 

2 
OU 2* > 100. 

2 



On a donc x > 



log2 ' 

comme log 2 = o.3oio3, on voit qu'en prenant les sept 
premiers termes de la série U on obtient, avec certitude, sa 
valeur à 0.0 1 près. 

20 (*). — Intégrer la différentielle 

, sin X cos X , 

du = ; — -rfx • 

sin^o; -h cos*aj 

On divise, haut et bas, par cos 4a? et en posant 

, igx = z, 

r zdz i C d(z^) 
on a y = \ ; = - / 7-rr * 

^ c/ I + Z* ' 2c/ I 4- [Z^y 

ou, finalement, y = - arc tg (tg* x) + G'*. 

21 . — Un jardin a la forme d'un rectangle ABGD, un iiAis-- 
seau coule le long de CD; combien faudra-t-il payer pour arro- 
ser le jardin? 

Soient GA. — a, GD = 6 les dimensions du rectangle; pre- 
nons sur GD un élément dx. Pour arroser le rectangle qui 
correspond à cet élément on doit payer une somme repré- 
sentée par 






(*) Question proposée dans les Annals of Mathematics de TUniversitô 
de V-irgpinie ; n» de juin 1887, p. 95. 
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La dépense totale est 



I 



"i ., I 



- a*dx = - a^b. 

2 2 

22. Développement de cos mx, en fonction de cas x. 

La formule de Moivre, comme Ton sait, donne le dévelop- 
pement de cos mx en fonction de cos x et des puissances 
paires de sin x; en remplaçant, dans ce développement, sin'x 
par I — cos' X. on a, finalement, Texpression de cos mœ en 
fonction de cos x. Mais (;e calcul ne donne pas, sous forme 
explicite, les coefficients des termes en cos'^ir, cos"*"^a;, ... ; 
voici comment on peut obtenir immédiatement ces coefficients. 

Les formules bien connues qui donnent en fonction do cos x 

les valeurs des fonctions 

sin 2X sinSx 

cos 2Xy cos 3a?. ... ; — : > — : > • • • ; 

sm X sin X 

et régàlité 

cos mx = cos (m — i) a; cos a; — sin (m — i) x sin x, (1) 
prouvent que cos mx ne renferme que les puissances m, 
m — 2, etc., de cos x. Il suffit d'admettre la loi pour les 

fonctions 

, . , sin (m — i)aj 

cos (m — i)x, et ^-i — 

' ' sm X 

et Ton vérifie, d'après (1), qu'elle subsiste pour cos mx. 
Dans le cas oîi m est pair, on voit aussi que le premier 

m 

terme de (— 1)2 cos ma; est égal à Tunité, et que si m est 

impair le premier terme de (— j) 2 cos ma? est égal à cos a;. 

Posons donc (w pair) 

cos a? = s, 

m 

et (— 1)2 cos ma; = I — A^z* 4- Aj3* (2) 

et proposons-nous de déterminer les coefficients A^, Aj,.... 
L'égalité (2) donne d'abord 

m 

— (— I )2m sin mx = sin a; { 2 A^z — 4A2Z® • . • | , 
puis, par une nouvelle différentiation, 



m 



— (— i)*m* cos mx — z[2k^z — â^k^z^ +. . .| . . 

-+-(s»-i)ji.2Ai- 3.4Aa5« 4..,.| ^ ' 
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Comparant (2) et (3), on a 

A- = ou Al = 

1.2 1.2 

Ai(4 — m») + 3.4Aj = o, A, = — --^ -. 

4' 



La loi observée sur les premiers coefficients se généralise 
sans difficulté, grâce aux formules (2) et (3), pour les coeffi- 
cients quelconques. On trouve ainsi 

, ,î? m. m . (m+2)m.m(m— 2) 

( — I )* cos mx= i r- cos*a;+ -^ — r— ^^ • cos* X 

m -h 4)(m + 2)w. w(w — 2)1» — 4) v P ^ •-) 



6! 
Un calcul semblable donne 



cos® a+... 



,*? m (m4-i)/w(w— i) 

(— I )* cos mX— — cos X= ^^ r-; COS' 05 

I 3! 



(m-}-3)(m-i-i)m(m— i)(m--3) „ ^ ^ ^ 

+ i -r^ ' cos*» a?... 

5 ! 



et, 



m . (m + 2)m(m— 2) . , ) . . 

suiwa:=cosaj<— sino;— ^ ^^r ^ sm* a;...> (m pair.) 

(I 3! j \ X- / 

m . (m+i)m(?w— i) . , , . . . 

sin fna; = ~ aina; -r sin^â?... [m impair.) 

I 3 ! 

On trouvera une autre démonstration de ces formules dans 
la Trigonométrie de Serret (3^ édition, 1862, p. 203). 

On trouve aussi {Nouvelles Annales, 1847, p. 400) une lémon- 
stralion très ingénieuse de la formule en question, démon- 
stration indirecte il est vrai, et reposant sur l'identité 

*i 71 f H 3 ) ^ 

a" 4- 6" =: (a -+- 6)» - - ab{a + 6)"-2 + J -a^b*{a-{- b)'"-*i 

' '-^ (1) 

, , n n — 30 4- I n — p— i , , x„ «„ 

...+(- lya^ftP ^ — (0+6)**-^+... 

I 2 p ^ ' 

dans laquelle n est entier et positif. 

Comme beaucoup d'identités, celle-ci peut se démontrer 
en observant qu'elle est vraie pour n =^ i , pour n = 2, , . . puis 
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en établissant qu'étant reconnue exacte pourn::=:K elle est 
encore vraie pour n = K4- i {*). 
Si, dans cette identité, on supposé 

a = C0S9 4- i sin cp, b = cos ç — i sin 9 

on a 



!»» m — n. 0.»-^ 



cos m = 2**~* COS" <p — 71. 2"~^ COS """-^ (p 



„ w(n — 3) - , 



I .2 



COS"^(p 



n(n — 4)(n — 5) » . 

- -^ -^;5^ 2»-7 cos»-«© + . . . , 

1.2.3 



fçrmule dans laquelle on peut supposer n pair ou impair. 



QUESTIONS 78 ET 79 

tiolution par M. X. Barthe. 



/° Soit ABGD un quadrilatère inscnptible. Désignons par k^la 
surface du triangle BGD, et par P^ la puissance du point A par 
rapport à un cercle quelconque A situé dans le plan du quadri- 
latère. Désignons de même par B^ et Pg les quantités analogues 
pour le point B, etc.. Prouver que Von a la relation 

A^P, - B^P, -h C1P3 - D^P* = G. 

Déduire^ de /à, les propriétés du quadrilatère inscriptible. 

(X. A.) 

Prenons deux axes rectangulaires quelconques, passant par 
le centre du cercle à; et soient x^y^^ oj^y,, x^y^, x^yi les coor- 
données des quatre sommets du quadrilatère. 

Puisque ces points sont sur un même cercle leurs coordon- 
nées satisfont à la relation 



x\ 4- y\ 


^1 Vi 


I 


œl-hyl 


^2 2/2 


I 


al + t/i 


Xfi y. 


r 


xl-hyl 


^4 Ui 


I 



==0, 



(*) A cet effet, comme Tindique M. Mention loc. cit. y on multiplie par 
a -h 6 les deux membres de (1). 
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OU, en développant, 

- {sol + yl) 



231 



{oci + yi) 









I 
I 
I 



x^ 



2/4 



I 
I 
I 



• • • 



0.(1) 



Considérons le déterminant suivant : 

R» X, 



R» 
R« 
R» 



X, 



y» 
y* 



I 
I 
I 
I 



dans lequel R désigne le rayon de A; il est évidemment nul. 
Développons-le par rapport aux éléments de la 1" colonne, 
on a 



R» 






y* 


I 




Xi 


Vi 


I 


y> 


I 


-R« 


X^ 


Vs 


I 


y* 


I 




X, 


J/4 


1 



+ 



o. 



(2) 



Retranchant (2) de (i) on obtient la propriété énoncée; elle 
généralise, comme on le voit, le théorème de Môbius. 

2® Un quadrilatère k^k^k^k^^ est inscrit dans un cercle 0; soit 0' 
le cercle passant par A^Aj et tangent au côté A^A^. Le côté AjAj 
rencontre ce cercle en un second point I ; démontrer que Von a 

AjAg lAs 

En appliquant la relation précédente, on a 

AjAs.IAj X surf Al A jA^ = Â^Âf X surf AiA^Aj. (1) 
Les triangles A^AjAj, A^AjA^ ayant un angle égal sont 
entre eux comme les côtés qui comprennent cet angle; donc 

suri i\.ji\2"^3 ^2 s * "^1 .'< 

suri ^1^2^^^ ix^ix^ • ixjA.^ 

Multipliant les égalités précédentes, membre à membre, on 
a la relation demandée. 



QUESTION 113 

Isolation par M. P. Giat, élève aa Lycée Saint-Louis. 



On donne un point fixe et deux autres points : l'un, A fixe; 
et Vautre B, mobile, mais restant à une distance invariable du 
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point 0. On demande le iieu des sommets et des foyers des ellipses 
qui ont pour centre le point et qui, en outre, sont telles que A 
et B soient les extrémités de deux diamètres conjugués. 

(E. V.) 

4^ Équation des ellipses, — La distance du point B au 
point étant invariable, nous représenterons les coordonnées 
de ce point par r cos <p et r sin ©, en prenant pour axe des 
X la droite OA et, pour axe des t/, la perpendiculaire à cette 
droite, menée par le point 0. Soit OA = a. 

L'équation d'une conique ayant pour centre Foriginc et 
passant par le point A est 

x'^ — a'^ -\- 2Bxy + Gy* = o. (1) 

OA et OB étant deux diamètres conjugués, on a 

B tg <p + I = o ; 
d'oU, en posant cotg © = X : 

B = - X. 

Ensuite, comme le point B est sur la conique, on a 
r* cos*(p — a* — 2Xr* sin cp cos cp 4- Cr* sin* cp = o, 

,, . p a'{i + X») + r«X» 
d ou G = — ^ 7 

En remplaçant B et G par leurs valeurs dans Tégalité (1) 
on aura Téquation cherchée 

x^ — 2'kœy H — ^^ ^ î/* — a' = • (2) 

2° Lieu des sommets. — Il suffit, pour avoir le lieu des 
sommets, d'éliminer X entre (2) et Téquation des axes de la 
conique, équation qui est 

xy - X 



a;« - y« __ X^(a« + r*) + a' 



(3) 



A cet effet, ordonnons ces deux équations par rapport à X ; 
nous avons 

X«î/*(a« + r*) — 2r*Xa;t/ + r^x^ + a^y^ — a*r^ = o, 
\^xy{a^ + r*j — r^X{x* — t/*) + xy{a^ — r^) -^ o. 

Il nous suffit d'écrire que le résultant de ces deux équa- 
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tions est nul. Nous avons ainsi, après simplifications, 
réquation 

(a* -h r^){x^ -*-!/'- a^yx^ 

ou, en développant, 
(x^ -hy^y- r\x* + y^Y - 2a^x\x* 4- j/*) + a^x^a* + r«) = o. (4) 
Nous voyons, sur cette équation, que le lieu est une courbe 
du sixième degré, symétrique par rapport aux deux axes do 
coordonnées et possédant un point double à Torigine; les 
tangentes en ce point étant confondues et verticales. 
Pour construire cette courbe, nous poserons 

x> + î/* = />, 
ce qui revient à couper par des cercles ayant pour centre 
Torigine. Nous aurons alors 



x* = 



y' = 



a\2i^ - a* - r*) 

t^i^ - a'')(r^ H- a« - /«) 



a\2t' - a» - r») 

Les valeurs de aj* et y* doivent d'abord être positives ; 
posons donc : 

(f« - r*)(2/* - a* - r»; > o, 

et {t^ - a'^Xr^ + a^ - r')(2/* - a» - r^) > o. 

On voit ainsi qu'il n'y aura aucun point de la courbe 

dans l'espace compris entre les deux cercles 

^2 _|_ ,2 
x^ + y^ = r« et x'^ -\- y^ — 

ainsi que dans les espaces compris ; 
1® entre les cercles 

0?» -4- 2/« = a% 

a* + r' 

a;» -4- î/* = ; 

2® à l'extérieur du cercle 

x' -h 1/' = a* + r^ 

Cela posé, nous distinguerons trois cas ; 

1" Cas a > r. — On en déduit 

rt« + r» a« 4- ?'^ 

> r» et < a*, 

3 3 
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Pour I' = r* a; = o et y' = r'; 
P — a^ y — o et x' — a'. 
Enfin pour (» = «'+ r*, y — o, x' — a' + r*. 
Les taDgentes en ces points sont évidomtnenl : pour les 
deux premiers, para'lèles à 0» et, pour les quatre derniers 



perpendiculaires à Ox. On peut, avec ces données, construire 
la courbe; elle a la formé indiquée par la tiguie (I). 

2"' Cas. a = r. — L'équation (4) devient dans ce cas : 

{x* + a» - a%x^ + y^f - 2a'iC'] = o. 
DoDC le lieu se compose de trois cercles; l'un, ayant psur centre 
l'origine, et pour rayon a; les autres, passant par l'origine et 

ayant pour centres respectifs ) n 

3™ Cas. a <r. — On en déduit «' < < r= et 

2 

la '■.ourbe a dans ce cas la forme (S). 
3^ Lieu, des foyers. — Pour trouver les foyers de la conique (2> 
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nous allons exprimer que la droite x — ol = i{y 
gente à cette conique. 



235 

p) est tan- 




L'équation aux ordonnées des points d'intersection de cette 
droite avec la conique est : 

(a - ip + lyY - 2ly{a - ip + ly) 4- — ^^ :~^ y^ - a = o 



^-•] 



ou en ordonnant 



y 



f 



»«2 



— I — 2li 



-h 2t/[t(a - ip) 



- ).(x - i^)] 4- (a ~ ^i^)' 



a 



2 — 



0. 



On a donc, en exprimant que les deux racines de cette équa- 
tion sont confondues : 

ou, après simplifications : 

[XV - ?•-«' - r«)+(a«-^»-a* + r*,]-2i[X»ap - r^+ag] = o. 
Par conséquent: 
X«(a« - p» - a» - r«) -h (a» - fJ - a« + r») = o, (S) 



X« — X h I = o. 

ap 



(6) 
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En éliminant X entre ces deux équations, nous aurons le 
lieu des foyers des coniques (2). 
Pour faire cette élimination, remplaçons dans Téquation (3) 

X* par X -r — I , nous en déduisons 

X = - ^ 



a« — p* — a* — r* 
D'où, en transportant dans l'équation (6) ; 



(a* - ^« - o» - r^Y a* - p - a» - H 
ou en simplifiant, et en rendant a, p coordonnées courantes 
(a;* -f- y^Y — 2a«(cc« — j/») + a* — r* = o. 

En écrivant cette équation sous la forme 

[{x - aY 4- y^][{x + af + y«] = r*, 
on voit donc que le lieu cherché est un ovale de Gassini 
ayant pour foyers le point A et son symétrique par rapport 
à l'origine 0; le produit des distances d'un point de cette 
courbe aux foyers est égal à r*. 

Dans le cas particulier où a* = r% nous avons la lemnis- 
cate de Bernoulli. 

Le résultat remarquable auquel conduit la recherche ana- 
lytique du lieu des foyers peut se prévoir à priori, en obser- 
vant que le produit des rayons vecteurs joignant un point 
de l'ellipse aux foyers est égal au carré du demi-diamètre 
conjugué de celui qui aboutit au point considéré. 

Nota. — MM. Marchis, élève au lycée de Rouen et Hugon à Pollgny 
ont résolu la même question, mais leurs solutions renferment certaines 
parties incomplètes. 



QUESTION 125 

Solution par M. Charles Martin, élève au Lycée Louis-le-Grand. 



Une parabole de forme invariable glisse entre deux droites 
rectangulaires. Ox, Oy ; trouver le lieu décrit par Vextrémilé 
du diamètre qui passe par VoiHgine, — La courbe est du 
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huitième degré ; mais elle peut se mettre^ en coordonnées polaires, 
sous la forme remarquable : 

P 

— ~ I — cos 40). 

P 
Déduire, de cette équationy les points d'inflexion que présentent 

les quatre branches de la courbe. 

(G. L.) 

Prenons pour axes les droites rectangulaires Oa?, Oy, l'é- 
quation de la parabole inscrite dans Tangle xOy est : 

{bx — ayY — ab{2bx + 2ay — a6) = o (1) 

bx -^ ay — ab = o étant Téquation de la corde de contact, 
calculons le paramètre de cette parabole. Introduisant la lon- 
gueur >, il vient : 
{bx — ay-{- X)* — 2ab[b{l — l)x -h a{i + Vy] -h a^6« _ x* = o. 

Exprimons que les droites ; 
bx — ay + l = o et 2ab[b{i — X)aîH-o(i + X)y]-f-X* +a'6* = o 
sont rectangulaires ; et prenons les pour axes ; on a pour 
expression du paramètre 

,- = p. 

\/{a^ + 6«)» 

On a donc la condition: 

4a*6* = p»(a« + 6»)» (2) 

Le lieu cherché s'obtient en éliminant a et 6 entre les 
équations (i), (2) et l'équation 

bx — ay = o. (3) 

L'élimination donne : 

6*jc*y* = p^{x^ H- î/*)' 
courbe du huitième degré, formée de quatre branches pa- 
raboliques. L'origine est un centre. Passons aux coordonnées 
polaires, on a : 

P . P 

— = 2 Sm* 2c), ou — = I — cos 4(1). 

P P 



Or : p (-J = 4* cos 4(0 



P 



Donc p 4- (^] = p[i ■*- j3 cos4(o] = o, 
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les points d'inflexion correspondent à : 

I i5 

COS JO) = r p = --. 

l5 10 

Nota. — Ont résolu celte question MM. F. Michel (lycée de Mont- 
pellier) ; Paul Bourgarel, à Antibes ; A. Bêche, professeur à l'école nor- 
male de Tulle; Ferval, élève au lycée Henri IV, classe de M. Macé de 
Lépinay ; Yacquant, ancien élève de mathématiques spéciales à Lille ; 
Hugon, à Polijçny ; Lucien Marchis, à Rouen ; Giat, élève au lycée Saint- 
Louis, classe de M. Ed. Lucas. 

M. Bêche a calculé les angles (o qui correspondent aux points d'in- 
flexion j il donne, pour le premier point, 0)4 = 23«» 27' 20' ; de cette valeur, 
on déduit évidemment les autres, puisque les branches sont symétriques 
par rapport aux axes et par rapport à leurs bissectrices. • 



QUESTIONS 169, 170 ET 171 

S^olution par E. Lemoine, ancien élève de TÉcole polytechnique. 



169. — On considère une parabole P inscrite aux points A 
et B dans Vangle AGB, si Von désigne par M un point mobile 

sur T? on a constammenl : MBA^ = 4MGB x MCA. 

170. — Soit BG un diamètre d'une ellipse E; on considère 
l'extrémité A d'un demi-diamètre conjugué de BC, puis on prend 
sur E [explicitement sur Varc AG pour éviter toute ambiguïté 
sur les signes) un point M; démontrer que Von a constamment : 

I I 2 

MAC ~ MAB "^ MBC" 

m. — Soit BG un diamètre fixe dans une hyperbole donnée 
H ; par les extrémités B et C on mène des parallèles aux asymp- 
totes^ parallèles qui se coupent en A. 

Démontrer que si M est un point mobile sur H, le rapport 

MAB.MAG 

— ^7777; — a une valeur conslante. 
MBG 

169. — Appelons a, p, y les distances du point M respec- 
tivement à BG, AG, AB et appelons a, 6, c les longueurs 
respectivement de BG, AG, AB. 
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L'équation en coordonnées homogènes de la parabole tan- 
gente à CD en B et à (JA en A est (ABC étant le triangle ^ 
de référence), 

c^f^ = 4a6ap 

d'oii l'on conclut : 

MbA* = 4MGB X MCA; 
et 169 est démontré. 

Les trois paraboles qui touchent deux côtés d'un triangle 
aux extrémités du troisième ont des propriétés remarquables 
déjà étudiées par MM. Artzt, Brocard, E. Lemoine, etc. 

d70. — L'équation de l'eJlipsc E circonscrite à ABC et 
telle que la médiane partant de A soit le diamètre conjugué 
du diamètre CB est : 

211 

aoL op cv 

ou, si a, p, Y sont les distances de M, point de l'ellipse, aux 

trois côtés 

2 I I 



+ rsTiTT^ - zrrr^ = o, 



2MBG 2MAG 2MAB 
I I 2 



ou 



MAC MAB~'MBC' 
et no est démontré. 

171. — Ha pour équation (ABC étant encore le triangle 
de référence) 

o*a^ + abap -h acay + 2bc^y = o. 

j» - !.« 26CÊY 

d ou oot + 6p + CY H ^ = o, 

CLOL 

s . <^)© 

dou 2S 4- - 



(r) 



en appelant S l'aire de ABC ; d'oh 

S MAG.MAB 

2 ~ MBG ' 
et 171 est démontré. 
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Remarques. — a) Les trois paraboles P relatives au triangle 
ABD se coupent deux à deux sur les médianes à Tintérieur 
du triangle, elles divisent ces médianes dans le rapport de 
I à 8. 

b) Les trois ellipses E, relatives au triangle ABD, se coupent 
deux à deux sur les médianes à l'extérieur du triangle, elles 
divisent ces médianes dans le rapport de i à 2. 

c) Les trois hyperboles H relatives au triangle ABC se 
coupent, deux à deux, sur les médianes à Textérieur du 
triangle, elles divisent les médianes dans le rapport de i à 3. 

Nota. — Ont résola ces questions : MM. J. Berthon (lycée de Lyon) 
A. Levy (lycée de Nancy, classe de M. Hervieux) ; Roux (lycée de Gre- 
noble); GeorgBs Naudin (lycée d'Angoulôme) ; J. Noulet (collège de 
Manosque). 



QUESTION PROPOSEE 



232. — Les cercles tangents à Taxe non transverse d'une 
hyperbole équilatère, qui ont leur centre sur cette courbe, 
découpent sur l'axe transverse des segments égaux. 

(d'Ocagne.) 



ERRATUM 

Page 208, ligne 7: 

Au lieu de: Lisez: 

égale à i plus grand que i. 



Le Directeur Gérant, 

G. de LONGGHAMPS. 
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Nous avons eu la douleur d'apprendre, depuis la 
publication du dernier numéro, la mort de M. J. Bour- 
get qui créa en J877 le Journal de Mathématiques 
Élémentaires. La vie administrative, très occupée, que 
menait M. Bourget, ne lui a pas permis, depuis 1878, 
de prendre, à sa rédaction, une part active ; néan- 
moins, il s'y intéressait toujours très vivement. 

Nos lecteurs trouveront , à la première page du 
numéro de novembre du Journal de Mathématiques 
Élémentaires, quelques lignes que M. L. Lévy a con- 
sacrées au souvenir du fondateur de ce Journal. Une 
notice plus complète, rappelant les titres scientifiques 
de M. J. Bourget, sera publiée prochainement. 

G. L. 



CONDITION POUR QU'UN POINT SOIT EXTÉRIEUR 



A UNE CONIQUE 
Par M. Étienoe Pomey. 



Définition. — Un point P est extérieur à une conique^ 
lorsque les tangentes issu^es de ce point sont réelles et distinctes. 

Soient x et y les coordonnées du point P, par rapport à 
des axes faisant un angle 6, et 

/•(X, Y) = AX« -I- 2B''XY -h AT» -h 2B'X + 2BY -4- A" 
le premier membre de Téquation de la conique. Nous pose^ 

rons 

9(X, Y) -: AX« + 2B^'XY -h AT* 



A = 



A B" B' 
B" A' B 
B' B A" 



8 = 



A B'' 
B" A' 



A, = 



A B" /•; 

B" A' fy 

n fy 



fi^^ y) 

H = A H- A' - 2B'cos e. 
La condition nécessaire et suffisante pour qu'un point soit 
extérieur à une conique, peut s'établir de bien des façons 
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diverses; nous résumons, dans cette Note, celles qui nous 
paraissent les plus simples. 

Nous donnons d'abord cinq démonstrations, dans lesquelles 
on n'a pas besoin de préciser le genre de la conique. 

Première Démonstration. — En transportant les axes paral- 
lèlement à eux-mêmes, au point P, on a 

/•(X, Y) = 9(05, y) + x'f: + y% + f{x, y). (4) 
L'équation aux coefficients angulaires des tangentes issues 

Qû P 6St 

4/(a?,y)(p(i,m)-(/; + m/-;)«=. (2) 

Pour que ces tangentes soient réelles et distinctes, il faut 
et il suffit que l'on ait 

[kr^œ, y) - /•;«] [kf(x, y) ~ />] - [B7(a;, y) - f^fv? < o, 
ou f(x, y) Al < o. 

Or, en retranchant, à la troisième colonne de A^, la somme 
des deux premières multipliées respectivement par x et y, 
puis faisant la môme opération sur les lignes, on voit que 
A^ se réduit à A; c'est ce que l'on constate encore en appli- 
quant à (1) l'invariant . ,^ * La condition devient donc 

f{x, y)A < 0. 

Deuxième Démonstration. — L'équation quadratique des 

tangentes, issues de P, à la conique, est 

4f{x, y, z) /-(X, Y, Z) - (Xfi + Y/^ + Zflr = o. 

Les directions asymptotiques du faisceau sont représentées 

par 

4f{x, y) ?(X, Y) - (X/: + Y/-;)« = o, 

équation qui se confond avec (2), si l'on y remplace X par 
I et Y par m, et d'oii l'on déduit, par conséquent, 

f(x, y)^<o. 

Troisième Démonstration. — Pour que les tangentes issues 
de P soient réelles et distinctes, il faut et il suffit que la 
corde des contacts, c'est-à-dire la polaire de P, représentée 
par 

x/-; + Yfy + zf: = o (3) 

coupe la conique en des des points réels et distincts, ce qui 
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donne aisément 

D s (B» - A'A')/-; + (B'« - A'A)/;» + (B'« - AA^A^ 

+ 2(AB - WBYyf: + 2(A'B' - WB)f: fl 

+ 2(A'B' - BB')A /; > G. 

La condition de contact de la droite (3) et de la conique 

serait U = o; mais, d'autre part, cette condition est, comme 

on sait, D = o en posant 

A 

D = A Jy 

l/; 

/» /y fz O 

On est donc conduit à comparer U à D ; de ce rapprochement 
résulte leur identité. Or, en retranchant de la dernière 
colonne de D la somme des trois premières multipliées res- 
pectivement par 2o5, 2y, 2J, et en tenant compte du théorème 
d'Euler, on a 

o 
A 



o 










= - 4A^' y)^- 



o o o 4/(a;, y) 
La condition est donc enfin f{x^ j/)A < o. 

Quatrième DéxMonstration. — Le point P devant être, par 
rapport à la courbe, dans la même région qu'un point quel- 
conque (a, b) d'une tangente quelconque, on doit avoir 

f{x, y)f{a, b) > o. (4) 

Mais, en prenant pour nouvel axe des y cette tangente et 

pour nouvel axe des x le diamètre qui passe par le point de 

contact, on peut trouver des nombres réels X, p, q satisfaisant 

à l'identité 

^/•(X, Y) s: y'« - 2px' - qx'K (S) 

L'abcisse du point (a, 6), dans le nouveau système, étant 

nulle, on a 

If {a, b)>o; (6) 

puis en appliquant à (S) l'invariant 



sin«6 



2 A'' 



on a 



X»A 



-P' 



sin* G sin* ô' 
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Alors, en vertu de (6) et (7), la condition (4) devient 

/•(a;,'y)A < o. 

Cinquième Démonstration. — Les tangentes issues d'un foyer 
(a, p) étant imaginaires, il faut et il suffit que le point P 
soit dans la région différente de ce point par rapport à la co- 
nique, c'est-à-dire qu'on ait 

/•(^, y)fi^. p) < o. (8) 

Or, on peut trouver un nombre X tel qu'on ait 

lf{X, Y) =: (X - a)« + (Y - f.)« (9) 

4- 2(X - a)(Y - p)cosô - (mX + nY + h)^; 

ce qui, en désignant par d la quantité différente de zéro 

ma -f- np -+- h, donne 

XAa, P) =: - rf». (10) 

Puis, en transportant les axes parallèment à eux-mêmes 

au foyer, on a 

X/*(X, Y) =: œ* + 2/'« + 2x'2/' cos 6 - (mx' -h nxf 4- rf)«. 

Appliquant à cette identité l'invariant — : , on a 

^^ ^ sin* ô 

1 — m' cos 6 — mn — md 

X'A= cos 6 — mn i — n* — ni 

— md — nd — d* 

Donc, en vertu de (10) et (li), la condition (8) devient 

/•(x, 2/)A < o. 
— Dans les démonstrations qui suivent, on examine sépa- 
rément le cas de la parabole et celui des coniques à centre. 

Sixième Démonstration. — La polaire du centre (a, b) d'une 
conique à centre, étant la droite de l'infini, rencontre la 
conique en des points imaginaires ou réels, suivant qu'elle 
est une ellipse ou une hyperbole. Il faut donc que le point 
P(a;, y) ne soit pas dans, la région du centre (ou au contraire 
qu'il y soit placé), c'est-à-dire que f{x, y)f{a, h) soit négatif 
(ou positif), suivant que la conique est une ellipse ou une 

A 

hyperbole. Or /"(a, 6) = -; d'ailleurs 8 est positif dans le 



premier cas, négatif dans le second; donc, dans les deux 

cas, la condition est 

f(x, t/)A < o. 



= -d«sin«e (11) 
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Lorsque la conique est une parabole, on peut poser 
/(X, Y) s 6(mX + nY)« -h 2B'X + 2BY + A", 
l'un des coefficients de X" et Y* n'étant pas nul, et s dési- 
gnant Tunité précédée du signe de ce coefficient. Le point P 
doit être dans la même région, par rapporta la courbe, qu'un 
point quelconque (a, b) de la tangente 2B'X -h 2BY -+- A" = o, 
différent de son intersection avec le diamètre wX + nY = o. 
Il faut donc et il suffit qu'on ait 

Or, on a 

f(a, b) = e(ma + nb)\ A = - 6(B'n - Bm)K 
La condition est donc 

f{x, y)A < o. 
Septième Démonstration. — Pour une conique à centre, 
on est conduit, par deux transformations successives de coor- 
données, à la forme réduite, conformément à la double identité 

V(X, Y) s: ^(Ax'^ 4 2B"a;y + AY« + ^' 
= - ^(Ma?"* -t- %"« - i). 

o 

Les coordonnées du point P, dans le dernier système, 
doivent rendre le dernier membre négatif; ses coordonnées, 
dans le premier système, doivent donc satisfaire à 

f{x, y)A < o. 

De même, pour une parabole, deux transformations suc- 
cessives de coordonnées conduisent à 
H/'(X, Y) s: H(Hj/'« -h 2/0?' + 2 my' 4- n ) =: H*(/« - 2px'), 

avec p = sin« 6 . ^ "" tTs ' (*^) 

Les coordonnées finales de P, devant rendre positif le der- 
nier membre de l'identité, ses coordonnées initiales doivent 
satisfaire à H/'(a;, y) > o, ou, d'après (12), à f{x, y) A < o. 

Huitième Démonstration. — Par une transformation conve- 
nable des coordonnées, on a 

/(X,Y)=:X(Ma;'«+Ny''«-l) (13) 

pour Tellipse et l'hyperbole, 

fl(S.,Y)^V.(y'*--2px") (U) 

pour la parabole. 



246 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

En appliquant, respectivement à (13) et (14), les invariants 

s sm* 

A A 

En conséquence, (13) et (14) donnent, 

AX, Y)^:^-^ (Ma?'« + N/« - 1), 

/•(X, Y)A =: - , ,^' ,^ (y"» - 2pa;'). 

i)*oli Ton conclut encore, pour le point P, 

f{x,y)ùi<o. 

Théorème II. — La condition nécessaire et suffisante pour 
que le point P soit extérieur à Vellipse est Af(x, y) > o ; il en 
est de même pour la parabole, à moins que A ne soit nul, auquel 
cas la condition est A'f(x, y) > o. 

i^ Il suffit évidemment, d'après le théorème I, de démon- 
trer, pour Tellipse et la parabole, qu'on a AA < o, ou, si A 
est nul, A'A < o. Or, en transportant les axes parallèlement à 
eux-mêmes, au centre de Tellipse, on a 

/•(X, Y) =: Ace'» + 2Wx'y + Ây» + ^ ; 
ce qui montre que le carré du demi-diamètre parallèle à ox' 

est r-; on a donc AA < o. 

AS 

Dans le cas de la parabole, 

f{X, Y) =: £(mX + nY)« + 2B'X - 2BY4- A", 
6 ayant le signe de A, ou, si A est nul, celui de A', et Ton a 

A = - 6(B'n - Bm)\ 

2® On peut aussi diriger les 4"®, 5™« et 8"® démonstrations 
du théorème I, de façon à obtenir le théorème II, sans intro- 
duire la considération de A. En effet, puisque 8 est > o, on a 

AH = ( A - B" cos Ô)« -h B"» sin« 6 + 8 > o, (15) 
ou, si A est nul, H = A'. (15 bis) 

Alors, appliquant à (5) Finvariant . , on trouve 

'^ ' '" (i6) 



sin« 6 sin« 0' 
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Donc, d'aprës (6), (15), ou (18)' et (16), la condition (4) devient 

A/(a5, y) > o; 
ou, si A est nul, A'/(ir, y) > o. 

De même, de (9), on déduit identiquement 

XE =: sin» 6 + oX« > o, 
inégalité qui, jointe à (15) ou (15') et à (16), transforme (8) et 

donne 

Af{x, y) > o, 

ou A:f{x, y)>o. 

Dans la huitième démonstration, on applique à (13) et à (14) 

■g" 

rinvariant -r-rr» et Ton a 
sm» e 

^ =X(M+N), (18) 



sin'ô 
avec M H- N > o pour Tellipse, 

-i = (^ (19) 

sin*0 ^ ^ ^ 

pour la parabole. 

Les conditions ^fi^^y) > o. 

et i>.f{x, y) > o 

donnent donc, en vertu de (15) ou (15)', (18) et (19), 

^fi^y y) > O' 
ou Aff{œ, j/) > o. 

Remarque. — On doit encore observer que, pour la parabole, 
la sixième démonstration du théorème I a d'abord fourni 
la condition simplifiée, et que la septième a d'abord donné 

Eflx, y) > o, 
qu'il suffit de combiner avec (15) ou (15 bis), 

3® Enfin, nous allons donner du théorème actuel deux 
démonstrations directes, complètement indépendantes de tout 
ce qui précède. 

Dans le cas de Tellipse, tout point extérieur P est dans la 
même région que le point à Tinfini sur ox; ce dernier point 
donnant à f{x, y) le signe de A, il faut donc qu'on ait 

Af{x, y) > o. 

Ce raisonnement subsiste pour la parabole, si A n'est pas 
nul, car alors ox n'étant point parallèle à l'axe, son point à 
l'infini est extérieur à la courbe ; si A est nul, le raisonnement 
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s'applique à oy et donne 

èLf{x,y)>o. 
On peut aussi mener, parP, une sécante correspondant aux 
équations X = ce 4- ap, Y = t/ + 6p coupant la conique en 
AetB; les segments PA, PB sont les racines de Téquation 

(p(a, 6)p« + .... + /*(a;, y) = o, 
et, comme elles doivent avoir le même signe, il faut qu'on ait 

^{a, b)f{x, y) > G. 
Or, on a A(p(a,6) =: (Aa + B"b) + 86» > o 
puisque B > o ; ou, si A est nul, 

cp(a, b) = MbK 

On a donc A/*(aî, y) > o, 

ou A7(a?, y) > o. 

Remarque. — Cette dernière démonstration prouve que si 
f(x, y) = o représente deux droites parallèles, la condition 
nécessaire et suffisante pour que P ne soit pas entre ces 
droites est A/'(a;, J/) > o; 

ou, si A est nul, Ay(a;, y)>o. 



GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE 

(ÉTUDE BIBLIOGRAPHIQUE ET TERMINOLOGIQUE) 

Par M. Kmile Visarié. 

(Suite, voir p. 217). 



'38. Transformation homographique instantanée. 

— Imaginons un triangle de référence ABC et trois nombres 
quelconques >, [x, v. Il existe dans le plan du triangle un 
point M dont les coordonnées normales (a?, t/, z) sont propor- 
tionnelles à X, [x, v; et Ton peut aussi trouver un point M' dont 
les coordonnées barycenlriques (a, p, y) sont elles-mêmes 
proportionnelles à X, ja, v. Ces deux points M, M', ainsi asso- 
ciés, se correspondent homographiquement, et si Tun d'eux 

(*) G. de Longchamps. Une conique remarquable du triangle. (A. -F 
Nancy, 1886.) 
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décrit la courbe U représentée par 

fipc, y, 5) = 0, 

le correspondant M' décrit une courbe U' : 

/•(a, p, y) = 0. 
C'est pour rappeler que les équations des deux courbes 
correspondantes s'obtiennent ainsi par le seul changement 
des lettres qui représentent les variables, que M. de Long- 
champs a proposé de donner k cette méthode de transfor- 
mation, imaginée par lui, le nom de tramformaiion instan- 
tanée. 

39. Points équicoordonnés. — Nous appellerons ainsi 
et nous désignerons par les lettres Ma-, Ma, deux points dont 
les coordonnées normales de Tun sont proportionnelles aux 
coordonnées barycentriques de l'autre. 

40. Transformation complémentaire dans un 
système quelconque de coordonnées. — Cette trans- 
formation repose sur l'idée des points complémentaires dont 
nous avons parlé précédemment (§§ 18-20). A la courbe dont 
l'équation est 

correspond, par points complémentaires, la courbe : 

41 . Transformation anticomplémentaire dans un 
système quelconque de coordonnées. — A la courbe 

f\l ^, î) = o 
correspond, par points anticomplémentaires, dans le système 
de coordonnées considéré, la courbe 

42. Transformations supplémentaires et anti- 
supplémentaires. — Quand on adopte les coordonnées 

normales, à la courbe 

f{x, y, z) = o 

correspondent, par points supplémentaires et antisupplémen- 
taires, les deux courbes : 

{{y + z-Xy z-hx-y, x + y- z) = o, 
f{y + z, z-¥x, iC + y)=o. 
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42. Transformations complémentaires et anti- 
complémentaires. — Dans le syslème de coordonnées 

normales, à la courbe 

/•(a, p, y) = o,. 

correspondent les deux courbes 

/(p + Y-a, Y + a-P» a4-p-Y) = 
AP + Ï, T + a» a4-p)=;0. 

44. Points tripolairement associés. — Les coordon- 
nées tripolaires (X, jjl, v) d'un point M sont : 

MÂ^ = X/ MB^ = (X, MC* = V, 
ABC étant le triangle de référence. 

Il exisle toujours deux points M, M' dont les coordonnées 
tripolaires sont proportionnelles à trois quantités données. 
Ces points sont en ligne droite avec le centre du cercle cir- 
conscrit au triangle de référence et sont conjugués harmo- 
niques par rapport à ce cercle. La perpendiculaire au milieu 
de MM' a pour équation : 

Xa + [aP + VY = (*). 



QUESTIONS ÉNONCÉES 



SÉRIES 



1. — La série 



I 1 

1 4- -4-77.4- ... 



2» 3* n"+* 

est convergente; calculer sa valeur, à— près. 

Voyez les développements qui accompagnent une question analogue 
(no d*octobre p. 226). 

2. — Démontrer que la série 

<p(l) 4- 9(2) 4- ... 4- (f{n) 4- . . . 

(*) Ici, se termine la première partie du travail de M. Ylgarié; nous 
commencerons la publication de la seconde partie, qui traitera d'abord 
des points remarquables du triangle, dans le numéro de janvier prodiain. 



f. 
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est convergente ou divergente, suivant que l'intégrale 

' (f{x)dx 

est finie ou infinie. On suppose que la fonction 9 est indé- 
finiment décroissante et qu'elle peut devenir aussi petite 
que Ton veut. 

Ce théorème est démontré (Journal, 1887, p. 19). 

3. — Discuter la convergence de la série 

I I I 

4--- h . . . +— + .. . 



a* 4- r a» -h 4 a* -h n* 

Série convergente, puisque Lira, n^un = -,. 

On peut aussi la comparer à la série dont le terme général est -y 
Si Ton change a^ en — a*, la première démonstration subsiste ; l'autre, 
peut aussi être employée ; mais il faut comparer les termes — et 



{n - i)> 

4. — Calculer, à près, la valeur de la série suivante 



III i 

5 5.6 5.6.7 5.9. ..n 

Dans cet exemple, au lieu de suivre la méthode générale, rappelée 
plus haut, on peut observer que Ton a 

y _, 8 

1*2.3.4 ^ 

Dans cette égalité, la lettre e désigne un nombre connu avec une 
approximation aussi grande que l'on veut 

e = 2,718281828... 

5. — La série 

y = I 4- 205 -h 3ac» 4- ... -h wa?""* 4- . . . (1) 

est-elle convergente ou divergente? 

Cette série, très connue (*), est sommatoîre. On multiplie les deux 
membres de l'égalité (1) par a? et Ton retranche, de celle-ci, la nouvelle 
égalité ainsi obtenue, etc. 

6. — Étudier la série alternée 

I I 1 I I I 



I 5 2 6 n n -f- 4 



(•) Voyez : Nouvelles Annales^ 1849, p. 421. 
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Cette série est convergente; on le prouve en récrivant sous la forme 

(II I 



1.5 2.6 ii(n-f-4) 

et en observant que le terme général de la série placée dans la paren- 
thèse donne lim. n^Un= i. On peut aussi établir cette convergence par 
la sommation des n premiers termes. 



EXERCICES ÉCRITS 



4. On considère une parabole P rapportée à ses axes ; par 
un point donné M (Xo, j/o) et parle sommet de la parabole 
on fait passer une circonférence mobile F, qui rencontre P 
en trois autres points A, B, G. 

Les normales à P, en ces points A, B, C se coupent en un 
certain point I. 

Imaginant toutes les circonférences telles que F, on 
demande : 

1** Quel est le lieu du point I? Ce lieu est une droite A; 

2<* Trouver l'enveloppe de à, lorsque M décrit une circonfé- 
rence de centre 0. 

3® Quel est le lieu des points M pour lesquels A est tangente 
aP? 

4® Si Ton considère deux des trois points A, B, G, dont il a 
été question, les tangentes, en ces points, à la parabole P, se 
coupent en un point J; le lieu de J est une conique U. 

S<> Trouver le lieu du point M lorsque la conique U, qui 
correspond à ce point, est tangente à P. 

Ge lieu se compose d'un certain cercle et de la parabole 
proposée. 

Notes sur Vexercice 3, 

l** En partant de ridontllé 

(AÎ.B|-,)(AÎ-B!-X)H-X(|.g-.) 

^ p,(a;2 + 2/^ — 203? — 2p2/) 
on trouve (A» H- B^jix^ 4- y') — A - {A^b^ •+■ B'a^ + c') (l) 

- B ? (A^ô» + B»a' — c») = o. 
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30 On suppose A> + B> » 1. (3) 

3* La parallèle à Oy, menée par M, a pour équation (3) x^aA\ en 
éliminant A, B entre (1), (2) et (ë) on trouve 

Mais l'eltipse proposée fait partie du lieu; on supprime ce facteur 
sing^ier et Ton a finalement 

4* Le lieu demandé est, pour des raisons évidentes, une courbe uni- 
cursale; en traitant directement la (question, on trouve 

0? = a cos ^, yz= sin ^ cos' 9 

On peut, dans ces formules, faire varier 9 et construire la courbe 
point par point. On peut aussi, si Ton préfère, y remplacer les fonctions 
trigonométriques par des formules algébriques, au moyen des égalités 
connues : 

2t I — (2 

sm o = -9 cos o = -• 

^ I + (^ ^ i -ht- 

Rbmarqoe. — On aurait pu demander aussi le lieu des centres des 
cercles G, mais ce problème est connu, ou du moins il revient immé- 
diatement au problème de Tortolini (*) qui s'énonce ainsi : trouver Ven- 
vdoppe des perpendiculaires menées aux extrémités des diamètres de VeUipse, 
Cette courbe jouit d*une propriété remarquable signalée par Legendro; 
la longueur de ses arcs s'exprime au moyen d'une expression algébrique et 
d*une fonction elliptique» 

C'est une unicursale dont les coordonnées vérifient les équations 

z=^a^-\-(ï^ Bin^y, 



cos 9 
hy 



— 52—0^ cos' 9 



sin9 

Ces formules permettent de discuter la forme générale de la courbe 
correspondante; on devra distinguer trois cas suivant que Ton a 6>c, 
6 = c, ou enfin & < c. 



QUESTIONS D'EXAMEN 



23. — Construire la courbe qui correspond à l'équation 

p — tgw. 

Cette courbe F est formée de deux branches hyperboliques 
aplaties, présentant, à rorigine, un point d*osculation ; sa 
conslruction, points par points, n'offre aucune diflTi culte, 

(*) Nouvelles Annales J846, p. 365. 
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mais son tracé, tangente par tangente, est un peu plus 

intéressant. 

Soient pi, Wi, les coordon- 
nées d*un point M^ pris sur 
F ; la tangente en ce point a 
pour équation 

^ - = COtfi:(ôiCOS((0 — w.) — r-T — 

sin (w — (Oi). (1) 
Remplaçons; dans cette 
équation, w par 2(0^; nous 
tîouvons, pour la valeur cor- 
respondante de p, 

p Bin u)i -h I =0. 
D'après cette relation, on 
déduit, pour la tangente en M, , 
une construction très simple, indiquée sur la figure (1). 
La construction de la tangente en un point pris sur une 
courbe est un problème toujours possible, que l'on peut 
résoudre avec la règle et le compas (exception faite des 
point smultiples dont Tordre est supérieur à 2), et même d'une 
infinité de façons différentes. On peut dire que le sujet est 
inépuisable (*) ; il s'agit seulement d'en trouver une solution 
simple. 

Pour montrer, sur l'exemple qui nous occupe, une appli- 
cation de cette idée générale, proposons-nous de déterminer 
le point de rencontre 6 de la tangente cherchée M^T, avec la 
tangente au cercle A (cercle décrit, de l'origine comme 
centre, avec l'unité pour rayon), au point A, extrémité du 
rayon qui joint le point au point M^. La tangente à A, au 



Fig. /. 



(*) Voyez, par exemple, à propos de la variété que nous signalons ici, 
la question 233 proposée dans le présent numéro. Voici encore une 
construction très simple, que le lecteur vérifiera sans peine. 

Soient le sommet de la courbe F, OZ son axe, M un point de T; la 
perpendiculaire MA. à OM rencontre OZ en A; si, en ce point A, on 
trace une droite AB parpendiculaire à OZ, AB rencontre la per- 
pendiculaire élevée en O à OM, en un certain point G; CM est la 
normale, en M, à F. 
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point A, a pour équation 

- = COS (ci)i — (1)). 

P 
Entre (1) et (2), éliminons cos {<û^ — (o), nous avons 



(2) 



-(COtgcOi- l) = 

? 



sin(<t> — (1)^) 




Fig^ «. 



sin* (ùj 
OU, en coordonnées cartésiennes 

sin (Oj (cos Wj — sin (Oj) 

= y cos (ùi — X sin w^. 
Cette équation représente une 
droite qui passe par le point de 
concours ô des tangentes Aô, M^d ; 
on voit aussi qu'elle est parallèle 
à OM^; enfin, réquation est vérifiée 
par y =i X = sin (û^. De là résulte 
une construction de la tangente, 
indiquée sur la figure (2). OC est 
la bissectrice de yox, ÂB est perpendiculaire sur o^ et Cô est 
parallèle à OA. 

24. — Equation générale des coniqiies osculatrices à une 
parabole donnée. 

Pour qu'une conique soit osculatrice à une autre conique, 
il faut que ces deux courbes aient tous leurs points communs 
confondus. 

L'équation générale demandée est d'après cela, 

(y -ma? - ^j + X(y« - 2pa;) = o, 

en supposant, bien entendu, que la parabole proposée soit 
rapportée à son axe. 

Comme exercice, on peut, par exemple, se proposer de trou- 
ver le lieu des centres des coniques osculatrices à une parabole 
donnée et tangentes à Vaxe de cette courbe. 

On trouve alors X = i ; puis, en éliminant m entre les 
équations : 



m 



(^y_mX-f^+P=0, 



y — mx i— 4- V = o, 
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on trouve, pour Téquation du lieu cherché, 

2 

3 



y» = - px. 



CORRESPONDANCE 



Nous ayons reçu, de M. Griess, la lettre suivante : 

« Je vous remercie d'avoir bien voulu publier ma petite Note 
dans votre numéro de juillet dernier. 

En réponse à Tobservation de M. Catalan, voici une dé- 
monstration fort simple du théorème que j'ai énoncé. 

Considérons deux axes rectangulaires Orc, Oy. 

Prenons, sur Oaj, une longueur OA = i, et divisons-la en 
n parties égales. Par les points de division A^, A^, . . . A„-i, A„, 

élevons des ordonnées égales à (-) ♦ f— 1 • • • et considé- 
rons la somme des rectangles ayant pour bases les divisions 
de OA et pour hauteurs ces ordonnées. Elle a pour mesure 
ir/i\P /2\P /n\Pl __ Sp 



n 






En observant que OA^ = -, OA^ = -, OA„_i = 

n n n 

les extrémités des ordonnées A^Bj, A^B, se trouvent sur la 
courbe dont l'équation est 

y =^ xP. 
Quand on fait croître n indéfiniment, la somme des rec- 
tangles a pour limite Taire comprise entre la courbe, les 
ordonnées des points et A, et l'axe des x, Cette aire a pour 
expression 

aiPdx = 



X 



* I 



p + I 



Donc lim — r: = 



Cette démonstration suppose que la limite existe; il faut 
et il suffit, pour cela, que l'intégrale 
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>1 



X 



xf'dx 



ne soit pas infinie. 
Cette condition est réalisée tant que p est positif 
Quand p est < o, posons p—---q; Tintégrale devient 



rax 

Jo ^ 



— devenant infini à la limite inférieure, on reconnaît les 

cas où l'intégrale a une limite au moyen d'un théorème 
démontré dans tous les cours de calcul intégral (v. Serret, 
Calcul différentiel et intégral^ t. II, p. 238). Il montre que 
l'intégrale a une limite, tant que l'on a 

q< i ou p > = i , 

et qu'elle est infinie si 9^1. 

Donc lim — ~ = j 

tant que p+ i >o. 

M. Appell a montré {Nouvelles Annales^ juillet 1887, p. 312) 
commcDt on peut former un polynôme entier cpp(ir), qui pour 
des valeurs entières attribuées à p et ce représente la somme, 
des p^^^ puissances des n premiers nombres entiers. Il trouve 
que ce polynôme est de degré p -t- i, et que le coefficient du 

premier terme est ; savoir : 

9^(05) = aîP+* 4- Aa;P + ... 

11 en résulte, pour œ entier et infiniment croissant, 



ce qui démontre simplement le théorème, dans le cas des 

exposants entiers. 

Cette propriété des polynômes de Bernoulli est, bien entendu, très 
connue, et depuis longtemps. G. L. 

Extrait d'une lettre de M. Catalan. 

. . . Voici quelques observations relatives au n® de sep- 
tembre. 
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1* La série 

I I I 

in ■*■ 3L3 "*■ '•' "^(n4- i)L(n+ i) "^ '•' 
n*est pas la série de M. Bertrand : elle remonte, au moins, 
à rillustre Abel (œuvres, l'« édition, tome !•% p. Hl). 

2® La série 

i I I I 

-h -7= = h ... 



v/2 — i \/2 4- I v/3 — I \/3 -h î 
pourrait (s'il était besoin) s'appeler série de Catalan, En eflFet, 
elle justifie cette remarque, dont je crois avoir la priorité : 
Une série à termes alternativement positifs et négatifs, dont 
le terme général a pour limite zéro, peut être divergente (Traité 
élémentaire des séries, p. 29). 

Nota. — J'ai, en efiFet (Journal, 1886, p. 164), nommé 
série de M. Bertrand, la série (1) ; parce que, comme je l'ai 
rappelé (hc. oit,), elle a été, autrefois (Journal de Liouville, 
1842), étudiée par ce Géomètre. Il n'y a pas, je pense, grand 
mal à cela. M. Catalan me fait observer, avec raison, que, 
dès 1827, Abel avait établi la divergence de cette série; il 
serait donc plus juste de la nommer série d'Abel, s'il n'y 
avait déjà une autre série (Bertrand, Calcul différentiel, p. 324), 
ainsi désignée. Dans ces conditions, il vaudrait mieux lui 
donner une épithète justifiée par une de ses propriétés. Mon 
cher maître en propose-t-il une? 

D'après un renseignement que je dois à l'obligeance de 
M. Catalan, à propos de la question historique, ici soulevée, 
en 1827, L. Olivier avait énoncé cette règle fausse : 

La série 

Ui -f- Uj + . . . + Un + . . . 

est convergente si 

lim nun - G. 

C'est alors qu'Abel, prenant pour exemple la série (1), a 
rédigé sa Note rectificative. 

Pour ce qui concerne la série (2), M. Catalan a raison de 
croire que cette question a été posée pour constater que le 
candidat était au courant de la remarque rappelée ci-des- 
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SUS (*). Voici, en effet, dans quels termes elle a été formulée : 



La série 
I 



4--= -= ... 4- 



V^+I \j2-\-l yjï-^l >/34-I s/ïî— I v^+I 

est-elle convergente ou divergente? Sur quels théorèmes s'appuie-t-on 
pour conclure la convergence ou la divergence d'une série alternée? 
La condition de décroissance constante et indéfinie du terme général 
est-elle sufSsante? est-elle nécessaire? G. L. 



ECOLE CENTRALE 

(PREMIÈRE SESSION; JUILLET 1887) 



— On considère toutes les coniques qui ont un foyer en un point 
donné F et qui passent par deux points donnés A et B. 

1<* Montrer que les coniques forment deux séries telles que, pour 
toute conique d^une série, la directrice correspondant au foyer F passe 
par un point fixe de la droite AB, situé entre A et B; tandis que, pour 
toute conique de l'autre série, la directrice correspondant au foyer F, 
passe par un point fixe de la droite AB, non situé entre A et B. 

2« Trouver le lieu des centres des coniques considérées et montrer 
qu'il se compose de deux coniques homofocales. 

3* Prenant un point G sur le lieu précédent, reconnaître, d'après la 
position qu'il occupe sur le lieu, si la conique considérée, dont le 
point G est centre, est telle que les points A et B sont sur une môme 
branche ou sur deux branches différentes de cette conique. 

4* Si le point G est tel que les points A et G soient sur une môme 
branche de la conique considérée, reconnaître, d'après la position du 
point G, si cette conique et du genre ellipse ou du genre hyperbole, 
et, dans le premier cas, si les points A et B sont sur la branche voisine 
du point F, ou sur l'autre. 

[Nota, — On prendra pour axe des x la droite AB et pour axe des y 
la perpendiculaire à cette droite, menée par le milieu de AB. 

(DEUXIÈME SESSION ; OGTOBRE 1887) 

— On donne deux axes rectangulaires Ox et Ov» un point A sur Ox^ 
un point B sur O^. 

OA = a OB = 6. 
1** Ecrire l'équation générale des paraboles qui passent par les trois 
points O, A, B. Montrer qu'en général, il passe par chaque point M du 
plan, deux de ces paraboles. Trouver le lieu des points M pour lesquels 
ces deux paraboles sont confondues, et indiquer la région du plan qpii 
contient les points où il D'en passe aucune réelle. 

(*) Voyez les feuiUes publiées par la librairie Morant-Foucart {admis- 
nbUiUy 1887, p. 16.) 
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20 Trouver le lieu des points M tels que les axes des deux paraboles 
qui y passent forment entre eux un angle donné a. Construire le lieu 
pour le cas où a = 90'. 

30 Trouver le lieu du point de chacune de ces paraboles pour lequel 
la tangente est parallèle à OB, celui du point où k tangente est paral- 
lèle à OB, celui où la tangente est parallèle à AB. 

Ces lieux sont trois coniques. Construire ces coniques, vérifier que 
deux quelconques d^entre elles n'ont pas de point commun réel à 
distance finie, marquer leurs centres D, E, F, et comparer le triangle 
DEF au triangle OAB. 

40 On joint Torigine au point F, centre de la conique lieu du point 
de contact des tangentes parallèles à AB; et, à cette droite OF, on élève 
au point 0, une perdendiculaire qui rencontre la droite AB en P. On 
demande le lieu du point P lorsque, le point A restant fixe, le point B 
parcourt Taxe des y. 



QUESTION 118 

Solution par M. Bourg arel. 



Trouver la relation qui existe entre trois dérivées successives 
d'ordre quelconque de la fonction 

(x« - 0°. 

Montrer qu'il ne peut exister de relation entre deux dérivées 
su^essives; la dérivée d'ordre p est exactement divisible par la 
dérivée d'ordre 211 — p. Soit f(xj une des dérivées de (x* — i)"; 
f(x) et r(x) étant les dérivées première et seconde de f(x), la 
relation qu'il s'agit de trouver aura la forme 

Af(x) ^Bf(x) + Gr(x) = 0; 
chercher s'il existe d'autres fonctions entières du même degré 
vérifiant la même identité. (L. Lévy.) 



Posons 


y - (a?« - i)»» 


Nous aurons 


;7^= 2n{X* - l)'^^X 
uX 


i 


dy 

^ (05' i) - iuxy. 



OU 

Appliquons la formule de Leibniz aux deux membres de 
cette identité, y étant considéré comme fonction de x. Nous 
avons ainsi 
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= 2nX'j^ + 2n.p.- — ^» 
daiP ^ daiP-^ 

ou 

Telle est la relation qui lie trois dérivées successives quel- 
conques de y. 

Quel que soit p, cette relation ne pourra pas contenir 
seulement deux dérivées successives, car p est inférieur ou 
égal à 2n (*). 

Pour démontrer que la dérivée d'ordre p est exactement 

divisible par la dérivée d'ordre in — p, nous allons mettre 

la dérivée d'ordre p sous une certaine forme remarquable. 

dy 
Remarquons, pour cela, que --= est égal à i.n(x^ — i)'*"* 

Cm/ 

multiplié par x. On voit, de même, en prenant directement 
la dérivée seconde qu'elle est égale à 2n(a;* — i)"""^ mul- 
tiplié par un polynôme entier en x et du second degré. 
Pour démontrer que cette loi est générale, supposons-la 
démontrée jusqu'à la dérivée d'ordre p et supposons que 
l'on ait 

Pp_i et Pp désignant des polynômes entiers en x de degrés 
respectivement égaux à p — i, p. 

(*) De ce que réquation (1) ne peut pas se réduire à une relation en|re 
deux dérivées successives, il ne résulte pas qu'on ne puisse trouver 
aucune autre relation de cette forme. Ainsi, s'il existait une seconde 
équation distincte de (1) et contenant les trois mômes dérivées, Télimi- 

nation de ? conduirait à une relation entre deux dérivées succes- 

sives. 

Le second point demandait donc une démonstration directe et peut- 
être aussi eût-il convenu de prouver que Téquation (1) est unique de 
son espèce. La méthode d'identification employée plus loin par Fauteur 
de la solution que nous publions aujourd'hui conduisait parfaitement 
au résultat. L. LivT. 
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La relation (1) nous donne alors, après simplifications. 

On voit facilement que le polynôme entre parenthèses est 
de degré p -+- i en a?. La loi est donc générale. Si nons 
désignons par P„+i ce polynôme nous avons 

Pp+i — 2(n — p)a;Pp — p(2n — p -h i){x^ — O^p-i = o. 

Telle est la relation que vérifient trois polynômes consécu- 
tifs; elle va nous permettre de démontrer que la dérivée 
d'ordre p est exactement divisible par la dérivée d'ordre 
2n — p. 

Observons que la dérivée d'ordre 2n— i est 2n(2n — i)\x» 
On a donc la relation 

d^^i = ^^(^^ - 0' Pi- 
on vérifie de même, facilement, que 

^•2- d^2;ï=2= 2n.(2„^2;lP2. 
Je dis que l'on a, en général : 

P î , » = 2n(2n — p) ! Pp. 

En effet, supposons que cette relation ait lieu jusqu'au 
polynôme Pp, c'est-à-dire que l'on ait : 

(p - î ^^;i=^i = 2n(2n ~ /> + i) ! P^_i 

P''-^^^p=M^n--p)lFp. 

Si nous portons dans la relation (1), appliquée aux déri- 
vées d'ordre 2n — p 4- i, 2n — p, 2n — p — i, les valeurs 
des dérivées d'ordre 2n — p -h i , 2n — p, tirées de ces 
égalités, nous obtenons: 

(2n - p)(p 4- i)p! ^n-p-i = (^* - 02ni)(2n ~ p + i) ! Pp. , 

4- 2n — p)x 2n.(2n — p) ! P^. (2) 

Or, nous avons 

Pp-i = p(2n - p + i){x^ - i)Pp_, + 2(n - p)xPp. (3) 
Multiplions les deux membres de l'identité (3) par 
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2n(2n — p) ! et retranchons de (2), nous obtenons : 
(2n - p)(p 4- i)p ! ^^^4 4- 2n(2n - p) ! Pp+i 

OU (p -+- ! ^^_^ - 2n(2n - p - i) ! Pp+i. 

Nous avons donc d'une manière générale : 

P î 5^;ï=; -^ 2n(2n - p) ! Pp. 

et par suite : 

dPy cP^^y , , V pi 

dx^ da^p^ ^ (2n-p)! 

La dérivée d'ordre p est donc divisible par la dérivée 

pi 

d'ordre 2n — p, le quotient est - — r (n" — i )"-*'. 

' (2n — p) ! 

Cherchons maintenant si Ton peut satisfaire à l'identité 
(1) en prenant pour y un polynôme entier en x de degré 
2n. Autrement dit, voyons si l'on peut déterminer les coeffi- 
cients du polynôme 

y = AoO^** + k^a^"^^ + . . . + A2n_ia; 4- A2„ 
de façon que l'identité (1) soit vérifiée. 

Calculons, pour cela, trois dérivées consécutives de ce poly- 
nôme et exprimons qu'elles satisfont identiquement à la 
relation (1). Nous obtenons ainsi les identités simplifiées : 

— (2n — i)(2n — 2). . .(2n — p -h i)2nAi — o 

— 2(2n — i)(2n — 2). . .(2n — p)A,= 2n(2n — 1). . .(2n — p)Ao 

• " >• 

d'où A.1 = o, A, = — nAo. 

D'une manière générale on obtient : 

Aj = o, Aj = o, A5 = o. . . 

A _ A A — ^ - I 4 A _ n - 2 



On en déduit 

Asfc-i =0, Agfc = (- I )*C*Ao, 
C* désignant le nombre de combinaisons simples de 
lettres k ii k. 
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Il résulte de là qae le polynôme considéré ne peut être 
antre one 

Telle est la forme générale des fonctions dont trois dé- 
rÎTées snceessires satisfont à la relation (i). 



QUESTIONS PROPOSEES 



233. — Soit r la courbe qui correspond à l'équation 

p = atgfc>; 
le rayon vecteur qui part de l'origine O rencontre F en A, 
puis Fasymptote A (au bras correspondant à ce point A) en 6. 
Traçons la perpendiculaire à OB, au point B. Cette droite 
^coupe Oy en C. Soit D la projection de sur A ; démontrer 
que la tangente en A va passer par le point (autre que D) 
commun] à la circonférence DAB et à la droite DC. (6. L.) 



Ersatâ. — Page 223, 

V * -H sin a? V i 

Page 223, ligne 17, 

,. , tfin x — ces x ^ ^ -> 

htez y = L —. et / = — 



— sin 2x 



sm 2x 



Sm X + C«8 X COS 2X 

Page 223, il a été fait, par suite de la mise en pages, une coupure 
dans la formule proposée au bas de cette page. Il faut lire : 

hga are sin ^x^i — x' 
y-=a 

Page 224, ligne 10, les coefficients, placés dans la parenthèse, doivent être 
éleva au carré. 

Page 224, ligne 18, lise%, yji—x' 

Page 227, ligne 13, lUe^t ces* x, au lieu de ces 40;. 



Le Directeur Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS, 



IMPBIHKRIE CBXTBALK DIS CHCII1N8 DB FER. — IMPRIHBRIB CHAIZ, 
RUB BBROBRB« SO^ PARIS. — 2Sd30-7. 
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NOTE SUR LA STROPHOIDE OBLIQUE 

Par M. Ijebel. 

étudiant à la Faculté des Sciences de Marseille. 



Les propriétés de la strophoïde droite, mentionnées dans la 
Note publiée par le Journal de Mathématiques spéciales (juillet- 
août 1886) subsistent, sauf de légères modifications, pour la 
strophoïde oblique. 

Dans ce qui suit, nous appellerons, pour abréger, points 
conjugués, deux points M^, M, de la strophoïde, équidistants 
de Oy et situés de part et d'autre de Ox. 

1. Les tangentes menées à la strophoïde, en dtux points con- 
jugués Ml, Mj se rencontrent sur la courbe. 

En vertu du théorème de Mac-Laurin, si trois points d'une 
courbe du troisième degré sont en ligne droite, leurs points 
tangentiels sont en 
ligne droite. 

Considérons le point 
Ml et le second point 
Mj situé sur la traver- 
sale AM]. En menant 
MsMji parallèle à Ot/, 
on rencontrera le point 
M„ conjugué de M^; car 
la droite MgM, et le 
point Ml sont équidis- 
tants de Oy. 

On sait que la tan- 
gente en A passe au 
point V oîi la stro- 
phoïde coupe son 
asymptote. Si Ton trace Fig» 4, 

MgH tangente en M3, la droite VH est la droite de Mac- 
Laurin, relative à AM^; elle coupe la strophoïde en un troi- 
sième point P qui est le point tangentiel de M^. 
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Si Ton considère M,M,, cette droite coupe la courbe en 
un point rejeté à Tinfini, dont V est le point tangentiel. Le 
point tangeutiel de Mg étant H, la droite VH est encore la 
droite de Mac-Laurin relativeà M, M,; le point P sera aussi 
le point tanefentiel de M,. Les tangentes en Mj et M, se 
rencontreront donc au point P. 

2. — Réciproquement^ si par un point P de la courbe, on lui 
mène deux tangentes PM^, PM ,, les points de contact sont conjugués. 

En effet, on peui faire varier M^ de manière que P soit un 
point quelconque de la courbe. 

3. — Cherchons la droite des points tangentiels relative à 
M^Mj. Laissons M^fixe, et déplaçons M, infiniment peu ; son nou- 
veau point tangentiel P' sera infiniment voisin de P. La droite 
PP', qui a pour limite la tangente en P, sera la droite cherchée. 

Gela posé, on vérifie aisément que les trois côtés du 
triangle M^PM, ont, pour commune droite des points tangen- 
tiels, la tangente PP^ au point P. Si donc N est le troisième 
point d'intersection de M^Mg avec la courbe, la tangente en N 
passe en Pj , point taugentiel de P. 

Ainsi P e/ N sont des points conjugués. 

4. — Si deux points M^M, sont conjugués^ Ox est bissectrice de 
l'angle MiAM^* 

En effet, considérons le deuxième point M3, situé sur la 

transversale AM^ : 
M2M3 est 'parallèle 
à oy, donc 




MJ, 



AI. 



M.l, • 


AI/ 


Et conime 


MJ, = 


oi„ 


M,It = 


01», 


on a, en 


substi- 


tuant, 




01. _ 


AI, 

• • 



fHl' «• oïl Ail' 

ce qui montre que Ox est bissectrice de l'angle MjAM,. 
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Nous désignerons par a les angles égaux en A. 

5. — Si Mj et Ma sont deux pointa conjugués, Vangle de OM^ 
avec Ox est le même que l'angle de OMj avec Oy. 

En désignant par ô l'angle œoy, posons 
Considérons le triangle Isocèle OI,M, 

AI,() 180^ - Ô - a ^^ 6 4- a 

^22 2 

Dans le triangle isocèle 01^ M|, l'angle en Ij égale 6 — a, et 
l'on a ; 

^^»r T i8o*> - Il ^ ô - a 

Z 2 2 

ce qu'on peut écrire: 

6 - a 
a + ?i — 90*" - ■ 



9i = QO"" - 



2 

Ô + a 



2 

Donc on a bien, cp^ = cp^. 

Réciproquement, si (pi = «pj, les points Mi,Mj son/ conjugués. 
Car l'angle (p, ne définissant qu'un point Mj de la courbe, 
le point conjugué de M,, qui vérifie la relation précédente, ne 
peut être que Mj. 

6. — Les distances de deux points conjugués, aupoint double, 
sont vu^esj de tous les points de la stropho'ide, sous des angles 
égaux. 

Prenons le point comme pôle et Ox comme axe polaire : 
l'équation de la strophoïde sera : 

sin(2(o.— 6) 

p = a — : — — r- • 

^ sm(Ô — (o) 

Calculons les rayons vecteurs OM^ = p^, OM, = p„ des 
deux points conjugués. Si o)i, (o, sont leurs angles polaires, 

[tc 4- al 7C 6 + a 



(0 



_ [tt ô 4- a" 

0), = 7C-f-ô +Çj =:TC4-0+ 



„ TT 6 — a 

= 3 - + 

2 2 
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Donc: 



sîn (tc + 6 4- a — 0) sin a 

D. =n d -— — 0/ ^ 

^* . /^ Tt e 4- a\ ^ e - a 

sin ( 6 ) cos 

\ 2 2 / 2 

sin (37t + 6 — a — ô) sin a 

û. = a ' = Cl r • 

^* , /. 3tc 6 - a\ 6 -f- a 

Sin ( ô cos 

\ 2 2 / 2 

Soit maintenant un point M (p,a>) de la strophoïde. Cal- 
culons les angles pi, Pj sous lesquels on voit, de ce point, 
les rayons vecteurs OM^ OM,, Projetons M^ et M, en m^ et 
m„ sur OM : 

t p _ ^1^1 ^ Pi ^^^ (^ "" ^i) 
^ OM — Umi p — pi cos(ft) — wi) ' 

M,ma _ p2 sin (o), — to) 

^ '^^^ "" OMi + Omj """ p — Pj cos ((Oj — o) * 
Si Pi, Pj sont égaux, 

pi sin (o) — <0i) _ p, sin (w, — (o) 

p — pi cos ((O — a>i) p — Pj cos ((Oj — O)) 

ou p[p2 sin (o) — (Oi) — p2 sin (wj — co)] 

— piP2[sin((o — (Oi) cos((Oa — O)) — cos (o) — (Oi) sin ((o, — (o)] 

f sin (fa) ~ toi) (sin (o, - co) ] _ 
p — = sin (2(0 — (!)i -- 0),), 

L p» Pi J 

— : — sm (cD — wi) cos sin (o. — fa)) cos 

a sm aL 2 V « / ^ j 

= sin (2(0 — 6), 

pf / Ô + a\ 6 + a / e + a\ Ô — al 

7 ~ COSIO) ICOS h cosico )cos 

asinaL \ 2/ 2 \ 2/ 2j 

= sin (2(0 — 6), 

-. [— cos 0) — cos (fa) — ô — a) -I- COS (O + COS ((O ~ 6 + a)! 

2a sm a*- \ /j 

p 

:î= sin (20) — 6) —, — sin ((o — 0) sin a = sin (2(o — ô), 

^ ^ o sin a ^ ^ '* 

sin (2(0 — G) 

^ Sin (0 — (o) 

Cette condition est vérifiée, puisque le point M appartient à 
la strophoïde. 
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n. ^ La tangente en un point M^, et la droite M^M, qui le 
joint à son conjugué, sont symétriques par rapport au rayon OM.^, 

Si Ton imagine que M vienne se confondre avec M^, la 
droite MM^ devient la tangente en M^ ; la droite MM^ devient 
M^Mj. Les angles Pi,Pj ne cessent pas d'être égaux. 

8. — Si Von mène, par un point P de la stropho'ide, deux tan- 
gentes PMi,PMjà /a courbe Je point double est le centre du cercle 
inscrit au triangle M,PMj. 

En effet, d'après la remarque précédente, les bissectrices des 
angles Mi, Mj passent au point double. 

9. —Le lieu des centres des cercles passant par le point double 
et deux points conjugués, est la perpendiculaire élevée sur Ox au 
point A. 

Soient toujours I^, I, les intersections de AM^, AM, avec Oy. 
Faisons passer, par I^ etl^, une circonférence ayant son centre 




Fig, 5. 

sur la perpendiculaire ASà Oôc; soit Q le point d'intersection de 
cette circonférence avec AS, le plus rapproché de Ij. Traçons 
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QIi> QIî» et prolongeons I^A, IjA, jusqu'à leur second point 
de rencontre avec le cercle. On obtient ainsi des points T,, 
l'j symétriques de I, et I, par rapport à AS. Les angles QIiI» 
et Qlir» sont égaux comme mesurés par des arcs égaux ; il 
en est de même des angles QIjA et QIjS. Les hissectrices 
des angles AI^S et AIjS se coupent donc au point Q. Or M^ 
et Mj sont les symétriques de 0, par rapport à ces bissec- 
trices ; donc Q est le centre du cercle passant par lés trois 
points Ml, 0, M2. 

10. — P étant le point tangentiel de M^ et de M,, la tan- 
gente PMj coupe le cercle Q en un point H, tel, que les arcs 
OHj, OMi sont égaux, puisque la bissectrice de TangleHjMjMi 
passe en 0. M^ et H, sont symétriques par rapport à QO. 
De même, le symétrique de Mj est le point H^, situé sarPM,. 
Les droites PM^, PMj sont donc symétriques par rapport à 
QO. Elles le sont aussi par rapport à OP (8) ; donc OP et OQ 
se confondent. 

Ainsi, OP passe au point Q. 

11. — Les quatre points A M^ M^ Q sont sur un même 
cercle. 

L'angle M^AM, a pour mesure, sur le cercle Q, la demi- 
somme des arcs MiMj, M/M,'. Or, ces arcs sont symétriques 
et égaux; l'angle est donc mesuré par M^M, ; cet arc est 
aussi la mesure de l'angle M^QM^. 

Le cercle G circonscrit au triangle M^AM, passera donc 
par le point Q. 

12. — Le cercle Q passe par le point P. 

La somme des angles OM^Mj, OM^M^ est mesurée, sur le 
cercle Q, par la moitié de l'arc MiM^; la somme des angles 
PM^Mj, PMjMi, qui est double de la précédente (7) est 
donc égale à 2a. L'angle M^PM^ est supplémentaire de l'angle 
2a; donc le quadrilatère AM^PM,, est inscriptible au cer- 
cle G. 

Ainsi, les cinq points A, M^, Mj, P, Q sont sur une même 
circonférence. 
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13. — Le point <fe contact, sur M^M,, du cercle inscrit au 
triangle MiPM^, est le 
conjUiQué de P. 

Le milieu K de M^M, 
étant surOy, la droite 
QK est perpendicu- 
laire sur M^Mj; cette 
droite et la bissectrice 
de Tanglé MiOM,, sur 
le cercle Q se démon- 
treot, en un point L, 
milieu de Tare M^LM,. 
La perpendiculaire OR 
abaissée de sur 
M^Mj, est parallèle à 
QK; les angles LOR, 
OLQ sont égaux com- 
me alternes-internes; Fig- A- 
et, comme le triangle OLQ est isoscèle, 

OLQ = QOL; 
d'où LOR = QOL. 

Les droites OR, OL sont symétriques par rapport à OL. 
Or en vertu de l'égalité des angles 9^ et cp,, OL est bissectrice 
de Tangle AOS, et Ton a 

ROA = QOS, 

ROA = ccOP. 

L'égalité de ces angles montre (S) que OR passe par le 
point conjugué de P. On a vu que ce point (2) est situé sur 
M^Mj; il est donc l'intersection de M^Mj et de OR, ou la 
projection de sur M^Mj. 

14. — La droite M^M, enveloppe une parabole. 

C'est la podaire négative de la strophoïde, par rapport à 
son point double. 

APPLICATIONS. 

Les remarques précédentes permettent de résoudre, de dif- 
férentes manières, les problèmes suivants ; 
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— Mener la tangente en un point de la stropho'ide oblique; 

— Mener par un point de la stropho'ide les autres tangentes 
à la courbe. 

On pourra procéder comme il suit : 

I. Première méthode, — Pour mener la tangente en un point 
Ml, situé sur une transversale AM^, on déterminera le point 

^/ conjugué Mj, situé sur la 
symétrique de AM^; on 
construira le cercle tan- 
gent à MiMj, et on lui mè- 
nera, par Ml, une seconde 
tangente M^P, laquelle sera 
la tangente cherchée (8). 
Autrement dit, on con- 
struira . la symétrique de 
M1M2 par rapporta OM^ (1). 

Seconde méthode. — On 
déterminera le centre Q par 
la bissectrice de Tangle 
AIiOi et, Ton cherchera l'in- 
tersection P de QO avec la 
stropho'ide. 

La construction devient 
d'une facilité remarquable 
dans le cas de la stropho'ide 
droite. Alors le triangle 
QAIi est isoscèle, ainsi que 
le triangle QAP. Il suffît 
de décrire, de A comme centre, une circonférence passant 
par II, laquelle détermine Q et ensuite P, par son intersec- 
tion avec QO. 

II. Première méthode. — Étant donné le point P, on déter- 
minera son conjugué N; on décrira, deO comme centre, avec 
ON pour rayon, un cercle auquel on mènera par P deux tan- 
gentes. La tangente en N,à ce cercle, sera (iS) la droite M^Mj 
qui coupera ces tangentes aux points de contacts. 




Fig. 5. 
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Seconde méthode. — On tracera la droite POQ ; on décrira 
le cercle Q passant par 0, puis le cercle G circonscrit au 
triangle PAQ. Les points communs à ces deux cercles sont 
les points de contact M^, Mj. 



QUESTIONS D'EXAMEN 



25. — On coupe Vellipsoïde par des plans P, passant par 
le centre de la surface; au point 0, on élève, à P, une perpenr- 
diculaire^ sur laquelle on prend une longueur 01, proportion- 
nelle à Vaire de la section considérée; trouver le lieu décrit par I. 

On sait (C. de M. S., t. III, p. 237) que la grandeur des axes 
de la section centrale faite dans l'ellipsoïde, par le plan qui 
correspond à Téquation 

ax -h ^y -h yz = o, 
est donnée par Tégalité 



a«a« 6«p» c«Y 



2^,2 



+ I^^ i7, + —. 77Z = Oy 



a» - R2 6« - R2 c* - K' 
laquelle, sous forme entière, s'écrit encore 

Sa^a«(R« - 6«)(R» - c«) = o, 
Le carré du produit des demi axes est donc 

en supposant a' + p* + y* = î . 

Finalement, le lieu est un ellipsoïde, ayant pour équation 

à^x^ + b^y^ + c^z* = A*, 
h désignant une constante donnée. 

QUESTIONS ÉNONCÉES 



DÉTERMINANTS 
1. — Calculer le déterminant suivant : 

I a a' 

à = \ h ¥ 

I c c^ 

JOUKN4L DE MATH. SPéC. —1887. 12. 
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On peut remarquer, a prtort, que A est divisible par 

(a — b) (b — c) {c— a); 
puis l'on pose: 

A = H(a— 6)(6--c);c — û). 

Pour déterminer H, on observe que A est une forme homogène, du 
quatrième degré, symétrique relativement aux lettres a, b, c. Diaprés 
cela, H est une forme symétrique linéaire. Ecrivons donc : 

A, = K (a H- 6 4- c){a — b]{b — c][c — a). 
Enfin l'examen du terme principal b&, prouve que K = i. 

Finalement, on a : 
i a a^ 

I b b^ :=: (a-h b-{- c][a — b){b — c)(c — a). 
I c c' 

On pourra,. par des considérations de même nature, développer les 
déterminants suivants. Cet exercice, et quelques-uns des exemples qui 
suivent, se trouvent dans le Traité élémentaire des déterminants, par 
M. LebouUeux (Librairie Delagrave). 



2. 



o 
I 
I 
I 



a 



a 
a 



I 
b 

-b 
b 



I 

c 
c 



^:abc(-7= 

Xya 



\/i ■ •J 



h) 



3. 



i-t-a I I I 
I I-I-6 I I 

I I I+C I 

I I I i-\-d 



^abcdi — 
\a 



I 
c 



j-) 



4. 



5: 



a 


a 


a 


b 


a 


b 


a 


b 


a 


b 


b 


a 


c 


d 


d 


c 



6. 



1 

a 
a' 
a* 



b' 
6* 



7. 



ba 



a 
b 
c 
c 

c 
d 
a 
b 

I 

c 
c* 
c* 

ab 



a 
b 
c 
d 

d 
c 
b 
a 

d 

d^ 
d' 



:=: — a(a— b){b — c){c — a). 



:s (a -h 6 4- c 4- d)(a -f- 6 — c — d) 
(a — 6 + c — d)(a — 6 — c + d). 



:(a-6)(a-c)(a-d)(6-c)(6~d)(c-d) 
(a+6+CH d) 



a' 



ac 
bc 



ca 



cb a«-h6* 



=: 4a*6V. 



X 

y 

z 
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8. X X* {i-{-x^){ax-hb)' 

y* (n-!/')(ay + ^) 
z^ {i -^ z^){az -h b) 

=: (axys -h b){x - y)(y - z)(z - x). 

'On décomposera ce déterminant en deux déterminante du troisième 
ordre, en observant que la troisième colonne peut être écrite ainsi : 

(i -hx*)ax-{- b{i -h X*) 
(I -hy*)ay +6(1 4- 2/*) 
(i H- z*)az -h 6(1 -h 2*) 



9. 



I I I 

cos a cos b cos c 

C0S2a cos 26 cos 2C 



:=: 2(cosa — cos 6) (cos 6 — cosc) 
(cos c — cos a) 



On pourra généraliser cet exercice et chercher le développement du 
déterminant : 

cos na cos nb . . . cos ni 



cos a cos 6 ... cosi 
I I ... I 

lequel, avec plusieurs autres, a été considéré par M. Fourct {Comptes Ren- 
dus, 2 décembre 1884). A une constante près, ce déterminant est égal 
à la fonction factorielle : 

n(cosa — cos 6). 

Voyez, à ce propos, le Bulletin de la Société Mathématique de France; 
1884-85, p. 15. 



EXERCICES ECRITS 



5. — D'un point Mf, mobile sur une strophoïde droite S, 
on peut mener à cette courbe deux tangentes, en faisant 
abstraction de celle qui a- son point de contact en M. 

Soient T, T' les points de contact de ces deux tangentes. 
Trouver ; 

1® La condition pour que MT soit réelle; 

â** Le lieu décrit par le milieu de TT'; 

3« L'enveloppe de TT; 

4® Le lieu décrit par le centre du cercle circonscrit au triangle 
MTT', et Tenveloppe de ce cercle. 

(Bemheimy élève au lycée de Besançon). 
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Notes sur l'exercice 4. 

l*' On sait (*) que le cercle F qui passe par les pieds des trois normales 
issues du point (a, p) à la parabole représentée par y^ — 2.px = o (axes 
rectangulaires) a pour équation: 

a?* + !/* — (a + p]x — ^ =0. 
On trouve ainsi, pour le lieu de I, 

(X -+- p)x, + y^- Xo^ - 2/o* = o. (A> 

En écrivant cette équation sous la forme: 

a5o(^o —p — x) = î/o(- — y »ji 

on met deux solutions en évidence: 

x=zx^—p, et x-^p—x^^y^i 

On peut aussi, pour déterminer A, observer que cette droite est pa- 
rallèle à celle qui joint l'origine au point lx=. -, y = ajo )• 

2" On trouve l'ellipse correspondant à l'équation : 

4 
3" Le lieu demandé est une cubique dont l'équation est : 

y^ip 4- 8a;) = Sx*ip — x). 

Cette cubique a la ibrme d'une branche strophoïdale ; le point le plus 

haut du folium^ sauf erreur, correspond ^x=p J+v '53 

33 
4° La conique U est une hyperbole, dont l'équation est: 

î/(2ya?o — xy^] — px^x = p(a;„« 4- 2/0* — ^P^o]y 
on détermine facilement les asymptotes et un point de cette courbe. 

5» En remplaçant œ par ; — , dans l'équation précédente, on obtient 

une équation du troisième degré en y; on exprime qu'elle a deux 
racines égales et l'on trouve : 

^0^ + 2/0' — -PXo = 0, 
si les deux racines égales sont nulles ; 

et (^o'-H/o*) (î/o= - ^P^o) = 0, 

lorsqu'elles sont égales et différentes de zéro. 



CORRESPONDANCE 



I iège, le 12 octobre 1887. 
Mon cher Collègue, 

Vous aveZ; dans votre excellent Journal de Mathématiques 

spéciales (2® série, t. IV, pp. 156-159) appelé, avec raison, Tat- 

^— — ^^— ~— ^*-"^— ^^■^— ^-^ I ^- Il II . 

(•) C. M. S.; t. II, p. 482. 
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tention sur une méthode do construction des axes d'une 
ellipse dont on connaît deux diamètres conjugués, méthode 
trop oubliée, qu'on rencontre dans le Traité des sections coniques 
du marquis de THospital (*). 

Permettez-moi de venir réclamer cette élégante construction 
pour son véritable inventeur, le Géomètre Montois J-F. Le 
Poivre : j'espère que cette petite discussion sera de nature à 
intéresser les lecteurs de votre estimable Revue. 

La construction des axes de l'ellipse se trouve exposée dans 
un petit traité de notre compatriote, intitulé : Traité des sections 
du cylindre et du cône, considérées dans le solide et dans le plan, 
avec des démonstrations simples et nouvelles, par M. Le Poivre^ 
de la ville de Mons, à Paris, chez Barthélémy Girin, rue Saint 
Jacques, vis-à-vis la fontaine Saint-Severin, à la Prudence, 
MDCGIV. 

Le problème occupe la page 12. 

Le Poivre commence, p. 10, par résoudre cette question. 
Etant donnés deux diamètres conjugués d'une ellipse trouver 
le cercle générateur, c'est-à-dire construire la base d'un cy- 
lindre circulaire oblique, dont l'ellipse donnée soit la section. 

La solution est extrêmement simple ; à la forme près, Le 
Poivre emploie précisément la transformation homographique 
dont vous faites usage, transformation qui ne se rencontre 
pas dans le Traité de l'Hospital. 

Comme l'auteur de YAiialyse des infiniment petits, le 
Géomètre de Mons détermine encore deux diamètres conju- 
gués faisant un angle donné, lorsque les axes sont connus ; 
puis il donne une démonstration analytique de sa construction, 
tout-à-fait comme l'Hospital. 

L'identité entre les deux écrits étant démontrée, tout se 
réduit à une question de date. 

A première vue, c'est fort aisé : le traité de l'Hospital a 
paru en 1707, celui de Le Poivre en 1704; mais le premier 
est un écrit posthume, et le marquis est mort le 2 février 1704. 

Or, le privilège de Le Poivre est daté du 13 janvier 1704. 



(*) Traité analytique des sections coniques, Paris, 1707, pp. 37-38. 2* édi- 
tion, 1720, pp. 37-38 
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Dès le 30 juin 1704, le Journal des Sçavans (*), dans un 
article peu favorable à Le Poivre, publie une analyse 
du petit, mémoire de notre Géomètre, et mentionne le problème 
relatif aux diamètres conjugués faisant un angle donné: le 
problème de la construction des axes est cité dans Tanalyse 
du Traité, parue dans les Acta Eruditorum en 1707 (**). 

Tout cela est antérieur à Tapparition du traité de THospital. 

Il ne reste donc qu'à examiner une Eypothèse : c'est que 
Le Poivre, auquel on a reproché de s'être emparé de la mé- 
thode des Planiconiques de la Hire, — reproche dont Ghasles 
Ta d'ailleurs entièrement justifié, (***) — devrait sa solution 
à l'Hospital. Or, c'est précisément le contraire qui est vrai. 

En 1708, Le Poivre publia à Mons, une nouvelle édition, 
entièrement transformée, de son livre, sous le titre de : 
Traité des sections du cône considérées dans le solide, avec des 
démonstrations simples , et nouvelles plus simples et plus géné- 
rales que celles de V édition de Paris, par monsieur Le Poivre, 
contrôleur des ouvrages de la ville de Mons. A Mons, chez 
la veuve Gaspard Migeot, Rue des Clercs vis-à-vis la Croix 
MDCGVIII (****). 

Les dernières pages de cette édition sont consacrées à une 
réfutation en règle de l'article du Journal des Savants ; inci- 
demment, il parle de sa solution du problème qui consiste 
à déterminer deux diamètres conjugués faisant un angle 
donné, lorsque l'on connaît deux diamètres conjugués quel- 
conques. 

Ce problème avait été résolu par le marquis de l'Hospital, 
et d'une façon fort compliquée, en se servant de la méthode 
de transformation de Le Poivre, mais c'est ce dernier qui 
imagina, non seulement la méthode générale dont il vient 
d'être question, mais encore la division du problème en 



(*) Jovamal des Sçavans, Edition de Liège t. VIII. 4704, pp. 659-657. 
Edition d'AmsterJam, t. XXXII. 1705. pp. 649-658. 
(*•) Acta Eruditorum , mars 1707, pp. 132-133. 

(*•*) Aperçu historique,^, 130; Traité des sections coniques,^, 174, 
en note. 

(***•) Il n'existe qu'un seul exemplaire de ce petit livret: il se trouve 
à la bibliothèque de Mons, où il est coté 1988. Une réimpression en a 
été £siite en 1854, à Mons, par les soins de M. G. Wins. 
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deux parties, dont la première concerne la construction des 
axes; c'est cette solution que THospital « avait assez estimée 
pour l'adopter en quelque manière, en l'inscrivant toute 
entière dans ses ouvrages », pour me servir des termes de 
Le Poivre. Notons en passant, que c'est notre Géomètre qui 
traça les figures du Traité analytique des sections coniques. 

Si le marquis de l'Hospital ne cite pas notre compatriote, 
on peut supposer, avec un des biographes (*) de Le Poivre, 
que le célèbre Géomètre eût sans doute réparé cet oubli s'il 
lui eût été donné d'écrire une préface à son livre. 

En effet, ce n'est pas seulement le problème de la con- 
struction des axes qu'il paraît lui devoir, mais bien encore 
tout le sixième livre^ au moins quant au fond des idées. 

Me permettez-vous, mon cher collègue, d'appeler votre 
attention sur un autre point. 

Il s'agit de la construction d'un groupe harmonique, que 
vous attribuez à La Hire (Journal de mathématiques élémentaires 
2® série, t. IV, p. 89.): cette construction est due à François 
van Schooten : Exercitationum liber IL 16S6, p. 174. (Et dans 
l'édition en hollandais, 1660, p. 166). 

Pardonnez-moi si ma lettre ne contient que des observa- 
tions de critique; c'est que si je devais vous faire part des 
observations élogieuses, mon temps n'y suffirait pas. 

D' G. Le Paige. 



BIBLIOGRAPHIE 



. Résumé du Cours d* Analyse : infinitésimale de VUniversité de Gand par 
P. Mansion, professeur ordinaire à l'Université de Gand, etc., (Paris) 
Gauthier-Villars, un volume grand in-S- de VIII. 300 pages ; prix dix francs; 
— L'ouvrage que vient de faire paraître M. P. Mansion est le résumé 
des leçons qu'il professe depuis vingt ans à l'Université de Gand. Nous 
regrettons que le défaut d'espace ne nous permette pas de donner ici 
une analyse plus circonstanciée de ce savant traité où sont exposés, avec 
une rigueur qui sera certainement remarquée, les principes du Calcul 
différentiel et du Calcul intégral. Nous aurions voulu, non beulement 

l*) Aug. Cambier, Notice sur les ouvrages de J,-F. Le Poivre 



280 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

signaler ce livre à nos lecteurs, mais, dans un article digne de l'auteur 
et du sujet qu'il a traité, montrer quels sont les points originaux et carac- 
téristiques de l'ouvrage en question. 

Si nous ne nous trompons, le côté personnel du cours de M. P. Mansion 
réside principalement, outre la rigueur d'exposition déjà signalée, dans 
l'introduction immédiate de la variable complexe pour l'étude des 
fonctions. Que l'on approuve, ou non, cette manière d'entrer de plein 
pied au cœur de l'Analyse, il en résulte de notables transformations 
dans l'exposition des démonstrations ordinaires et, comme le fait obser- 
ver avec raison M. Mansion dans sa préface, l'enseignement tradition- 
nel se trouve ainsi profondément modifié. Néanmoins, si on le veut, 
on peut laisser de côté tout ce qui a rapport au cas où la variable est 
imaginaire, sans que pour cela, en aucun endroit, il y ait une solution de 
continuité dans l'exposition de la théorie des fonctions élémentaires 
d'une variable réelle. L'ouvrage se complète par un appendice consacré 
à de nombreux renseignements historiques, pleins d'érudition et d'intérêt, 
et par des notes complémentaires commentant certains passages jugés, 
par l'auteur, d'une rédaction trop concise. 

J'ai signalé, comme une caractéristique de l'ouvrage de M. P. Mansion 
la très grande rigueur que l'auteur apporte dans l'établissement des 
principes de l'Analyse infinitésimale : on peut dire qu'il pousse, sur ce 
point, le scrupule aux dernières limites, comme en témoignent notam- 
ment les chapitres iv et v de son Appendice (*). Je reconnais d'ailleurs 
que cette manière de faire est tout à fait dans le courant moderne (**), 
lequel est, en principe, des plus légitimes et je suis probablement mal 
venu de ne pas le trouver parfait. Pourtant, je n'ai pu m'empêcher, en 
lisant l'ouvrage de M. P. Mansion, et surtout certains passages de quel- 
ques autres livres, récemment publiés, de me rappeler ce que dit, avec 
tant de vérité, Pascal dans ses Pensées lorsqu'il recommande de « n'en- 
treprendre de démontrer aucune des choses tellement évidentes d'elles- 
mêmes qu'on n'ait rien de plus clair pour le prouver » et Terquem, 
faisant un jour cette citation, rappelait à ce propos le mot de D'Alem- 
bert, parlant de ces démonstrations inutiles et disant « après avoir lu 
de tels raisonnements, il ne tient plus qu'au lecteur 'd'en douter* » 

Il ne faut rien exagérer, et peut-être a-t-on été trop loin dans ces dévelop- 
pements philosophiques concernant les notions premières de la limite. 
Il y a, dans l'Analyse, comme dans la Géométrie, des axiomes nécessaires 
En admettant qu'on puisse en réduire le nomlare, il n'y a nul profit k 
le faire, au moins pour renseignement, si l'efibrt que nécessite cette 
réduction est trop considérable et en disproportion avec Teflet obtenu 

En terminant ces réflexions, nous relèverons dans le livre de M. P. 
Mansion, un point qui nous a frappé, et sur lequel nous désirons appe- 
ler l'attention de nos lecteurs. 

{*) Ces deux chapitres semblent d'ailleurs destinés surtout aux profes- 
seurs; car l'auteur a soin de faire remarquer en note que les principes 
du premier sont tous à peu près évidents et que le théorème, démontré 
trop minutieusement dans le second, ne lui sert qu'une seule fois, pour 
établir, à la fin du livre, le caractère de convergence des séries, dû à 
Abel. 

C*) Voyez, à ce propos, la note sur quelques points de la théorie des fonc^ 
lions de M. G. Jordan; Cours d'Analyse t. Ili (Gauthier- Villars 1887). 



JOURNAL DG MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 281 

Diaprés une remarque de M. Cesâro, citée en note par M. P. Mansion, le 
théorème qui correspond à renoncé suivant : pour qu'vne série soit conver- 
gente , il est nécessaire que Von ait lim (nun)=0, pour n=:oo, ne serait pas 
exact. A l'appui de cette affirmation, M. Cesâro produit Texempie de la série 

'+r.+ r« + ï + F. + è + ^ + è + i'^*''- 

laquelle est convergente comme étant la somme des séries convergentes : 
I I I I I I I I 1 

2* 3* 5* 0* 7* 0* 4 9 10 

Cependant, dit M. Gesâro, le produit nun étant égal à l'unité, chaque 
fois que n est un carré, n'a pas zéro pour limite. 

Cette objection ne nous paraît pas fondée et voici pourquoi: 

Lorsqu'on dit que lim nun étant, (pour n = <x) un nombre fe, la série 
correspondante est divergente, il est bien entendu que l'hypothèse 
avancée est accordée quel que soit n et non pour des valeurs particulières 
de n. Le texte de l'énoncé, et la démonstration qui l'accompagne, sont 
d'accord sur ce point. L'expression Lim nun n'a aucun sens si l'on n'en- 
tend pas que n croît infiniment, par des valeurs quelconques, ou, tout au 
moins, dans le cas présent, par des valeurs entières quelconques. Si l'on 
se reporte à la démonstration, elle est non moins explicite sur ce point. 
Elle exige, en effet que, au moins à partir d'un certain terme, constituant 
le premier terme de la partie que l'c-n doit étudier, les produits 

iU|, 2U3, 3ti3, ..., nuny .•• 
restent constamment supérieurs à un nombre fixe et déterminé K'. Cette 
condition n'est pas remplie dans l'exemple proposé par M. Gesâro, et, à 
notre avis, son objection, ni aucune autre, ne peuvent prévaloir contre 
un théorème qui, ni dans la forme de son énoncé, (*) ni dans la démon- 
stration qu'on en donne, ne peut donner prise à un malentendu. 

Nous eussions voulu parler encore, dans cette notice bibliographique, 
de deux autres livres que vient de publier la librairie Gauthier-Villars : 
la thermodynamique de M. Joseph Bertrand {**) et les leçons sur la théorie 



(•) De la correspondance que nous avons échangée, sur ce sujet, 
M. Mansion et moi, il résulte que c'est la forme habituellement donnée à 
l'énoncé qui est contestable. M. Mansion répondant à une question que je 
lui adressais, à ce propos, m'écrit : « Il faut énoncer le théorème comme 
vous le proposez : Si nun, pour n = 00 a t»n6 limite différente de zéto, la série 
est divergente ». Je croyais, en écrivant les lignes qu'on vient de lire, 
que c'était le fond môme du théorème qui se trouvait attaqué par la 
remarque de M. Gesâro. Car, pour corriger la forme de l'énoncé, aucun 
exemple n'était nécessaire : cette correction, du moment que la clarté 
de l'énoncé' est contestée, va de soi ; elle doit être immédiatement et 
pleinement accordée. Mais, dans l'exemple proposé par M. Cesaro, et 
reproduit plus haut, il ne faut pas dire que lim nun n'est pas séro) la 
limite du nun dans cette série, n'est pas susceptible d'être déterminée. 

En résumé, prise à la lettre, la remarque de M. Gesâro est exacte si 
elle ne vise que les sous-entendus que comporte l'énoncé classique, 
et on peut les faire cesser en lui donnant la forme plus explicite» 
indiquée plus haut. 

(**) On trouvera une analyse de cet ouvrage dans le dernier numéro 
des Annales de Mathématiques. 
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générale des surfaces, de M. Gaston Darboux. Mais le nom des auteurs, 
la nature élevée des matières qu'ils ont traitées dans ces deux ouvrages, 
nous défendraient d*en faire un compte rendu superficiel; enfin, tout au 
moins pour l'un d'eux, nous n'avons pas besoin d'ajouter combien la 
compétence nécessaire nous eût fait défaut, pour mener à bien cette tâche. 
Nous nous bornerons à rappeler aux candidats au prochain concours 
de TAgrégation mathématique, s'il en est qui nous lisent, quMls auront 
à faire une connaissance approfondie du livre si remarquable que vient 
de publier M. G. Darboux; leur programme, à défaut d'un autre inté- 
rêt, leur en fait un devoir rigoureux. Ils pourront alors vérifier quel 
plaisir on éprouve à lire uue théorie, d'un ordre si élevé, et pourtant si 
clairement exposée, et ils doivent s'estimer bien heureux qu*on signale à 
leur attention un pareil livre, plein d'aperçus nouveaux, intéressant dans 
les moindres parties qu'il développe, bien écrit et, ce qui ne gâte rien, 
admirablement imprimé. Ce livre ajoutera singulièrement aux titres 
scientifiques, déjà si considérables, de M. G. Darboux, et nous le félici- 
tons, bien cordialement, du succès qui accompagne son nouvel ouvrage. 
Un second volume traitant: la théorie des systèmes de rayons rectilignesy 
les formules de Codazzi, les lignes géodésiques et la théorie des surfaces 
applicables sur une surface donnée, paraîtra prochainement ; il ne sera pas 
moins bien accueilli que son aîné. 

G. L. 



QUESTION 45 

{Solution par M. Paul Bourgarel, à Antibes. 



On considère un point m dont les coordonnées sont xet y ; à 
ce point on fait correspondre un point M dont les coordonnées X 
et Y sont liées à x et j par les formules 

X =: X, yY = a». 

On propose d'étudier cette transformation; on établira en par- 
ticulier les points suivants : 

i. A une courbe f, d'ordre p, correspond également une courbe F, 
d'ordre 2p ; mais si f possède à l'infini^ dans la direction Oy, 
un point de multiplicité i, l'ordre de F n'est plus que 2p — k. 

2. Les langeâtes aux courbes î et ¥ aux points correspon- 
dants m et M rencontrent Ox en deux points équidistants du pied 
de Vordonnée. 

3. Appliquer cette remarqua à l'hyperbole considérée comme 
transformée de la droite par ce procédé et retrouver ainsi une 
construction bien connue. 
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4. Etudier les cubiques de la troisième classe^ 

x*y = m', 
en les considérant comme des tr an formées de la parabole; mon- 
trer en particulier que^ si Von appelle P le pied de l'ordonnée en 
un point M de celte cubique, et T le point de rencontre de la tan 
gente en M avec Ox, on a : 

OT = ~0P. 

2 

5. Déduire de cette transformation, et de la théorie des asymp- 
totes, qu'une courbe algébrique ne peut pas avoir de point d'arrêt. 

(G. L.) 

1. — L'équation d'une courbe f d'ordre p ne possédant 
pas d'asymptote parallèle à Oy peut toujours se mettre sous 
la forme : 

yP(^o{oo) + y^'^nix) -+-...+ ^p{x) = o. 
Dès lors l'équation de la courbe F, transformée de f, au 
moyen des formules données, est : 

Çycp,(X) -h (|)'"Vi(X) 4- . . . + (Pp(X) = o, 

ou : a2Pcpo(X) -+- a^i^-i)Y9i(X) -+-... -h YPcpp(X) = o. 

La courbe f étant supposée une vraie courbe de degré p, 
Op{x) n'est pas identiquement nul. Tl en résulte que F est 
bien de degré 2p. 

Mais si f possède à l'infini, dans la direction Oy, un point 
de multiplicité k, son équation prend la forme : 

y^^9k{x) + j/P-*-*(pfc+i(aî) + . . . + 9p(,t) = o, 
et l'équation de la courbe F transformée est: 

a2(p-*)(pfc(X) -h- . . . + YP-V(X) = o. 

On voit que cette équation n'est plus que de degré 2/) — k, 

2. — Pour démontrer cette seconde proposition, il suffit 
de vérifier que les sous-tangentes relatives à deux points 
correspondants des deux courbes /* et F sont égales et de signes 
contraires. 

y 

La valeur de la sous-tangente relative au point m est -7- ; 

dx 
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si f{x^ y) — o est Téquation de /", la sous-tangente aura pour 
valeur 

dy 
^ df 

dx 
Si nous calculons, de même, la valeur de la sous-tangente 
relative au point M qui décrit la courbe F, dont réqualion est 



.(X,f) = o, 



Nous trouvons que celte sous-tangente a pour expression ; 

^ dl £, 

^ Y^'dy , , > ,. dy 

Y —il. c'est-à-dire : 2/ • -77 > 

df df 

dx dx 

en vertu de la relation t/Y = a*. Les deux sous-tangentes 
sont donc égales et de signes contraires (*). 

3. — Si nous transformons une hyperbole rapportée à ses 
asymptotes, ayant pour équation xy — k* = o, nous trou- 
vons que la courbe transformée est : 

a«X - K«Y = o. 

C'est une droite passant par l'origine. 

Si donc nous appliquons à ces deux courbes la deuxième 
proposition, nous retrouvons cette propriété connue de l'hy- 
perbole, à savoir que la tangente en un point de l'hyperbole 
coupe chaque asymptote en un point symétrique du centre 
par rapport au pied de la parallèle menée par le point à 
l'autre asymptote; autrement dit, la tangente en un point 
de l'hyperbole est partagée en deux parties égales par le 
point de contact et les asymptotes, ce qui fournit la con- 
struction connue de la tangente à l'hyperbole. 

4. — Si nous transformons une parabole ayant pour équa- 
tion aj* — 2py = o, nous trouvons 

X^Y = 2pa\ 

(*) Cette propriété s'établit aussi, et très simplement, en considérant 
deux points voisins sur / et les points correspondante sur F. O. L. 
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Si nous appliquons encore ici la remarque 2, et si nous 
désignons par t le point de rencontre, avec Ox, de la tangente à 
la parabole, nous avons, en conservant les notations de Ténoncé 

OT = OP -h PT = OP + ^P. 

Or d'après une propriété bien connue de la parabole 

/p = o. = 2£. 

2 

OP 3 
Donc OT = OP + — = - OP. 

/ 2 2 

6. — Démontrons enfin, au moyen de cette transformation, 
qu'une courbe algébrique ne peut pas avoir de point d'arrêt. 

Supposons en effet que la courbe f ait un point d'arrêt , 
et prenons ce point pour origine. 

En vertu des formules de transformation 

à ce point correspond un point de Oy rejeté à l'infini. Si 
une seule branche de courbe ou un nombre impair de 
branches de courbes aboutissaient à l'origine dans /*, il en 
résulterait qu'une seule branche de courbe ou un nombre 
impair de branches de courbes^ seraient asymptotes à Oy 
dans F. Ce résultat est contraire aux propriétés connues des 
asymptotes. Donc /"ne peut pas avoir de point d'arrêt. 

Nota. — Solutions analogues par MM. A. Lévy, lycée de Nancy 
classe de M. Hervieux) et Barthe. 



QUESTION 149 

Utolatlon par M. Gia.t (élève du Lycée Salnt-Louis,classe de M. Ed. Lucas) 



On considère deiLX droites rectangulaires Ox et Oy et un point 
fixe A; de Vorigine 0, comme centre, avec un rayon variable on 
décrit une circonférence A à laquelle on mène, par A, deux tan-- 
génies qui coupent les axes aux points P, Q, P', Q'. Cela posé^ 
on joint PQ, et P'Q; ces droites se coupent en un point A' dont 
on demande le lieu. 

On eocpliquera par des considérations géométriques le 7*ésultat, 
en apparence singulier, auquel a conduit le calcul. 
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Soient a et ^ les coordonnées du point A, les tangentes 

menées, de ce point, à 
un cercle 0, ont pour 
équation : 

X cos cp + y sin 9 = r, 
a; cos <p' H- y sin cp' = r ; 
<p et 9 étant liés par les 
équations: 

acos(p + psin9 = ?', (1) 
acos9'-h6sin<p'— r. (2) 
En cherchant Finter- 
section de ces tangen- 
tes par les axes de coordonnées, on obtient les longueurs 
OP, OQ, OF, OQ' : 

/• r 




OP = 



0Q = 



COS<p 

r 



0F = 



0Q' = 



COS (p 

r 

sin ^ 



(3) 

(4) 



sincp 
L'équation de PQ' est donc: 

X cos 9 -h t/ sin cp' = r, 
et celle de P'Q x cos 9' 4- t/ ^in 9 = r. 

En éliminant 9, 9 et r, entre les équations (i), (2), (3) et 
(4), nous aurons le lieu du point A. 

Nous pouvons d'abord remplacer les équations (3) et (4) 
par leur somme et leur différence : 

a;(cos 9 + cos 9') h- y(sin 9 -1- sin 9') = ir 
— a(cos 9 + cos 9') + p(sin 9 + sin 9'), 
a7(cos9 — cos 9') — j/(sin9 — sin 9') = o. 
L'équation (5) donne : 



y — P cos 9 H- cos 9' 



(5) 
(6) 



X — d 



sin 9 + sin 9' 



Mais 



cos 9 — cos 9' _ P 
sin 9 — sin 9' 



a 





? 


+ 9 


cos 


' 


2 


• 


? 


+ 9' 


sin 




2 


• ? 


-h 


r 


sin — 


2 








/ » 


9 


4- 


? 


cos — 
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L'équation (5j devient donc : 

^— ^ + - = o. (7 

De même, Téquation (6) devient : 

^ + -^ = 0. (8) 

Le point A' est donc situé sur les droites fixes {!) et (8). 
Par suite il est fixe. 

Ce singulier résultat peut se démontrer géométriquement. 

En effet prenons les deux tangentes AP et AP'. La droite AO 
est bissectrice de Tangle P'AP. Dans le quadrilatère complet 
AQA'Q' les diagonales se divisent harmoniquement. Donc 
les deux faisceaux (A.PTOK)(O.A'AIK) sont harmoniques. Par 
suite AG est bissectrice de l'angle extérieur du triangle PAP'. 
Donc cette droite AA' est perpendiculaire sur AO. Elle est 
fixe. 

Ensuite, comme les deux droites homologues 01, OK du 
deuxième faisceau sont perpendiculaires, elles sont les bissec- 
trices de l'angle A'OA. Le point A' est donc aussi sur la 
droite fixe OA', symétrique de OA par rapport à 0^. 

Nota. — Nous avons reçu de nombreuses solutions de cette question, 
mais toutes ces rédactions (celle de M. Ferval exceptée) sont inexactes; 
elles trouvent, pour n'avoir pas poussé à fond Télimination des para- 
mètres variables, que le lieu demandé est une droite. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



234. — Lieu des centres des coniques circonscrites à un 
triangle et dans lesquelles le diamètre parallèle à Tun des 
côtés du triangle conserve une longueur constante. 

(Question posée aux Examens oraux d'admission 
à r École Polytechnique en 1887,) 



235. — La quantité 



1 I i 

- -f- - -4- . . . -+- - 

2 3 n 



n'est pas égale à un nombre entier. (E, Catalan,) 
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236. — D'un point M, on peut mener à une parabole donnée 
trois normales ; trouver le lieu du point pour lequel les pieds 
de ces normales forment un triangle d'aire donnée. 



Errata. — Page 207, w''4, le groupement des termes a été mal fait. 
Gomme nous l'ont fait observer plusieurs correspondants, il faut écrire 



2(L2)P 3{h'i)P (L2)P 
+ ... H ;— r< 



4[L4)P 7iL7)P (L4)P 

Plusieurs fautes typographiques se sont glissées dans ia solution de 
la question 118, p. 160 : 
etc.. 
Page 261, ligue 3, en remontant, 

au lieu de {x* — i)p-" lisez («' — i)»-p 
et ligne 3, en descendant, 

au lieu de = i lisez = o 

Page 262, avant-dernière ligue, le premier Pp-i doit être ohaogé en 

Pp+i 
Page 263, les quatre premières lignes comportent le signe : = o, qui 

a été oublié; puis, ligne 7, 

au lieu de a;*— p lisez x^ — i 

et ligne 9, 

au lieu de (7i*— i)»-p lisez (a?*— i)»»- 



Le Directeur Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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